Laplacianos y aprendizaje
semisupervisado



Difusion en redes

Pensamos en un proceso difusivo en el que el flujo
desde el nodo-j al nodo-i es proporcional a la
diferencia de material: flujo;.;~ C * (x- x;)
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Difusion en redes

Pensamos en un proceso difusivo en el que el flujo e
desde el nodo-j al nodo-i es proporcional a la o o‘o
diferencia de material: flujo;.;~ C * (x- x;) .e

L cte de difusidon

_2_62(511 J U)x L=D—-a4

[L],,
Degree matrix Adjacency matrix Laplacian matrix
(2 0 0 0 0 []\ ([] 1 0 0 1 []\ ( 2 -1 0 0 -1 U\
03 00 0 0 1 01 01 0 —1 3 -1 0 -1 0
002 000 01 01 00 0 —1 2 -1 0 0
00 0 3 0 0 0 01 01 1 0 0 -1 3 -1 -1
0 00 0 3 1 1 01 0 0 -1 -1 0 -1 3 0
\o oo oo0o1//\oooz100/ \o 0o o0 -1 0 1/



Propiedades OWYo
&

L=D-A
Laplacian matrix
L es simétrica (2 -1 0 0 -l D\
L es semidefinida-positiva (i.e. autovalores A, > 0,i = 1 ... N) _; _? _; _2 _; g
Suma por columnas y por filas de L es cero 0 0 -1 3 -1 -1
Siempre A = 0 es autovalor de L con autovector vp=(1,1,...,1), | -1 _1 o -1 3 o
que Lv,=0v,=0 \ 0 0 0 -1 0 1/

L es una matriz singular (i.e. no inversible)



Propiedades

L=D—-A Laplaciano combinatorio

L es simétrica

L es semidefinida-positiva (i.e. autovalores A, > 0,i = 1...N)

Suma por columnas y por filas de L es cero

Siempre A = 0 es autovalor de L con autovector v,=(1,1,...,1), yaque Lv,=0v,=0
L es una matriz singular (i.e. no inversible)

Si el grafo tiene p componentes, de tamanos n,, n,,..., n,

Notar que ahora habra p autovectores de

/ ] 0 \ L asociadosa A = 0 de la forma
' (1,..,1,0,0,...,0)
L= ™
0 L, |- o,..,0,1,..,1,0,0,...,0)
.
\ : : L) ,...,0,0,..,0,1,..,1,0,0,...,0)

nq np ns



Propiedades

L=D—-A Laplaciano combinatorio

L es simétrica

L es semidefinida-positiva (i.e. autovalores A, > 0,i = 1 ... N)

Suma por columnas y por filas de L es cero

Siempre A = 0 es autovalor de L con autovector v,=(1,1,...,1), yaque Lv,=0v,=0
L es una matriz singular (i.e. no inversible)

Si el grafo tiene p componentes, de tamafios ny, n,,...,, n, existen p autovectores de L
asociadosald =0

Corolario:
- el segundo autovalor de L es A, # 0 sii el grafo posee una Unica componente
- A, se denomina conectividad algebraica de la red



Autovectores de L

o—0—0—"00—-"0—"00—"0—"0—"0—"0—"—0—"0C—0C—0C—20

(a) a linear unweighted graph with two segments

Lp; = A;9;
|

autovector i-esimo

¢; define un campo
escalar sobre el grafo

Notar: autovectores de bajo
indice estan asociados a campos
mas suaves sobre el grafo



Caminatas al azar...y difusién

N
1 .
_ p;(t) probabilidad de encontrar
pi(t+1) = Z k_ aij Dj (t) aJuan en el nodo-i, en el paso
j=1 J temporal t

= Esta misma ecuacion aplica a procesos de tipo difusivos en una red, donde en
cada paso temporal toda la cantidad de material que se encuentra en el nodo-i
es repartida y enviada a sus vecinos

N
x;(t+1) = Z l a;j x;(t) x,(t) cantidad de material que a tiempo ¢ se
= kj encuentra en el nodo-j

el recurso X; se reparte extensivamente



Difusion random-walk en

A cada paso, la cantidad x;, de cada nodo se altera

N
1
Xl'(t + 1) - Ek—au X](t)
j=1"7

en cada nodo hay una
“Qjj Xj (t) — x;(t) cantidad x; de material

N
Y
Lok

J=1

Axl- — .X'i(t + 1) - .X'i(t)

a;; x;(t) — 6, x;(¢t) Oy =1siii=]

Il
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J=1 v
[L"™W],;, < Laplaciano random-walk
dx dx
Ax = —L"x —=—-""x E = ?%x

dt



Laplacianos

Entonces, vimos dos tipos de procesos difusivos:

dx;
—‘=—Cz(5u —al])x L=D—-A
[L™],;

d u 1

x.
—l=—z 5ij——al-j X](t) LrW=I—D_1A=D_1L
dt - kj

J:

[Sym — D—l/ZLD—l/Z — ]

L : Laplaciano combinatorio o no-normalizado
L"V: Laplaciano random-walk
LSYM: Laplaciano normalizado o simetrico

_ D—l/ZLD—l/Z



Priorizacion de nuevas asociaciones gen/enfermedad

Map candidates to g Map known disease genes
interaction network to interaction network

@ OMIM Entries for
#201231] #F201235)

# 201234 # 20123
\ # 601233) ?mgx ]
2 Algoritmos para propagar sentido de
\_ @ \ - pertenecia al conjunto de interés:

\@_*

Random Walk with Restart (Kholer 2009)
Net-Rank (Chen 2009)

Net-Propagation (Vanunu 2010)
Functional Flow (Navieba 2005)

3)
)

’L

3

g

Lo podemos pensar también como un proceso de difusion con fuentes

Kolher et al The American Journal of Human Genetics 2008



Difusion en redes y aprendizaje semi-supervisado

Tengo informacion parcial asociada a un subconjunto de nodos (etiquetas, o valores reales) y quiero
utilizarla para inferir propiedades de los no-etiquetados Cada nodo va a propagar su etiqueta de

manera iterativa hasta converger

-1
2.3 ® 1
1 0.8 /
2 O
1
1 1
Problema de priorizacidn: Problema de regresion: Problema de clasificacion:
I nodos etiquetados con valor I nodos etiquetados con I nodos etiquetados con valor 1
1y N-Inodos con valor 0. valores reales y N-/ nodos con (azul) o -1 (rojo) y N-/ nodos con
valor 0. valor 0.

El problema de aprendizaje semi-supervisado consiste en encontrar un etiquetado de los nodos del grafo

consistente con
I.  El etiquetado inicial (incompleto)
Il. La geometria inducida por la estructura de la red



Difusion en redes y aprendizaje semi-supervisado

Sea el grafo G,

nodos 1,2,...,| etiquetados no trivialmente
segun Y, = (1, -, V1)

nodos |+1,...,N etiquetados con valor 0
Queremos propagar la informacién por la
red y estimar el vector de etiquetas
asintotico: ¥ = (171, ?u)

Algoritmo 1 Label Propagation (Zhu 2002)

Computo de matriz de adyacencia W
Computo de matriz diagonal D: D;; < Zj Wi

Inicializo Y (6= « (y4, ...,v,,0,0, ..., 0)
ltero hasta convergencia
1. YD  p-lyy®

2 ?l(t+1) - Yl
Etiqueta del nodo-i resulta Sign(fli(oo))



Difusion en redes y aprendizaje semi-supervisado

Algoritmo 2 Label Propagation

para nodo etiquetado

At) 1
L(t+1) > Wijy; + LY

Y; —

para nodo sin etiquetar )
D > Wiji;
o Zj Wij + €

Computo de matriz de adyacencia W, se fija w;=0
Computo de matriz diagonal D: D;; < Zj Wi
Eljoe >0 ya € (0,1)
e 1= (0, +0)
Computo la matriz diagonal A;; « I (i) + uDy; + pe
Inicializo Y (=9 « (y,, ..., y,,0,0, ...,0)
Itero hasta convergencia
YD A1 (uw Y ® 4 70
Etiqueta del nodo-i resulta Sign(f/i(oo))

Diferencias con Algo 1

= Se fija w;=0

= SepermiteV; # Y]

= Se considera un termino de regularizacion €

I[l] -matriz diagonal con 1’s en los primeros | elementos y O el resto



Difusion en redes y aprendizaje semi-supervisado

Algoritmo 3 Label Propagation (Zhou 2004)

= Computo de matriz de adyacencia W, se fija w;;=0
=  Computo de matriz diagonal D: D;; « Zj Wij
= Computo Laplaciano simetrico

[ « D—l/ZWD—l/Z

= Inicializo Y9 « (y,,...,y,,0,0, ...,0)
= Elijoa €[0,1)

= |tero hasta convergencia
Difusién con fuentes YD « qL?® 4 (1 — )7 @

Etiqueta del nodo-i resulta Sign(fli(oo))



Regularizacion en grafos

El problema de aprendizaje supervisado consiste en encontrar un etiquetado de los

nodos del grafo consistente con
|.  El etiquetado inicial (incompleto)
Il. La geometria inducida por la estructura de la red

etiquetados

\
Sea¥ = (V7)) penalizamos apartamiento
,\/ de etiquetado original
no-etiquetados
l
Consistencia con etiquetado inicial: > (i — i) =%

Consistencia con geometria de los datos:

é Z Wi (5 — ;)% = % Z1 Yi ZWU‘ — 2 Z Wiy,

1,j=1 1,7=1

UM W\
penalizamos cambios /P = }T(\D W)Y

bruscos de etiquetado =



Regularizacion en grafos

El problema de aprendizaje supervisado consiste en encontrar un etiquetado de los
nodos del grafo consistente con

|.  El etiquetado inicial (incompleto)

Il. La geometria inducida por la estructura de la red

penalizamos cambios

penalizamos apartamiento bruscos de etiquetado

de etiquetado original \ (

}[( = ( z Wi (yl YJ)

=1 [,j=1

~ 2 ST Se trata de encontrar el etiquetado
= ”Yl — Yl” YO LY Y que minimice H (¥)

En la practica se suele agregar un
término de regularizacion para
romper la simetria entre etiquetas

H@) = |7 = v|° + uPTL? + pel|7)||”



Regularizacion en grafos

Se trata de encontrar el etiquetado ¥ que minimice H (Y)

H@) = |9, = v|° + uPTL? + pe||7)]|”

I

~ 2
”SY — SY“ S = I;) matriz diagonal con 1’s en los primeros |
elementos y O el resto

19H (V) _ _ . -
257 =S(Y—-Y)+uLY+pe? =S +uLl+pel)7-SY =0

= Las etiquetas optimas pueden obtenerse
invirtiendo una matriz
G —1 = Esta matriz depende unicamente del Laplaciano
=Y = (S T+ U L+ HEI) SY de la red (no de las etiquetas)
* La manera en que las etiquetas se propagan
depende exclusivamente de la estructura del

grafo



Regularizacion en grafos

Hay otras elecciones para la funcién a minimizar:
H(@) = ||S? - SY||* + uPTLY + pe|| 7))

Zhou 2004

R - 2 U Vi V;
-t 23 (2 2)
| | 22"\ b~ D,

N 2 2
17 = Yi|” + |7l

Dos diferencias entre H (Y)y H'(Y):
|.  El primer término busca ajustar bien las etiquetas conocidas pero
ademas favorece etiquetas 0 para nodos no-etiquetados
inicialmente
Il. Las etiquetas estan normalizadas por la raiz cuadrada del grado
cuando se computa similaridad entre vecinos.

Se puede ver que
H'(P) = |7 = SY||* + u(D~V2P)TL(D~V/27)



Vinculo entre regularizacion y propagacion
de etiquetas

H(T) = ||S? = SY||* + uPTLY + pe| 7" 1

>V =S +ul +pel)"1SY

. . . Mx =b
Metodo iterativo de Jacobi
para invertir una matriz: xi(”l) ( Z M;; J(t)>

J#i

Ennuestrocaso x =Y,b=SY,M =S+ L + pel v laiteracion de Jacobi resulta en

para nodo etiquetado para nodo sin etiquetar o
W. .7 t
(t+1) Z Wi, U;E ) _Ul U(Hl) Z 17 Y5
1., P b W
'-j?’ Z_} ng _|_ m _|_ € 1 Z ij _|— €

Algoritmo 2 de propagacion de etiquetas (!)



Regularizacion y propagacion de
etiqguetas

H'(P) = |7 = SY||° + u(D~V2P)TL(D-V/27)

LI _ g sy 4+ (P = 7y
2 a7 i

= Y+ = ((1 + Wi — uL)_le

oH'(T) )

Y

La iteracion de Jacobi para resolver

PE+D  qrP® 4 (1 — )P © conp=—

Algoritmo 3 de propagacion de etiquetas (!)



Conclusiones

* Vimos ejemplos donde es posible establecer
un link entre una metodologia de propagacion
de etiquetas y un proceso de minimizacion de
una cantidad que da cuenta de
— el ajuste a la informacion inicial (parcial)

— suavidad del campo de etiquetas sobre la
geometria de los datos
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