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Gúıa 7: Ecuaciones y perturbaciones cosmológicas

Ecuaciones de Boltzmann, perturbaciones y aproximación de fluido

1. Definiendo

Sp̂·p̂′ = 1 +
3(p̂ · p̂′)2 − 1

4
, (1)

demostrar que

1

4π

∫ 1

−1
dµ′
∫ 2π

0
dφ′ Sp̂·p̂′Θ(µ′, k, η) =

1

4

∫ 1

−1
dµ′[2 + P2(µ)P2(µ′)]Θ(µ′, k, η), (2)

donde P2(µ) = 1
2(3µ2 − 1) es el polinomio de Legendre de orden 2.

2. Considere una métrica de FLRW perturbada de la forma

ds2 = −(1 + 2Ψ) dt2 + a2(t)δij(1 + 2Φ)dxidxj ] (3)

(a) Hallar las componentes δT 0
i y la traza δT ii del tensor de enerǵıa-impulso para cada

especie (fotones, neutrinos, bariones y CDM) en términos de los momentos de la función
de distribución perturbada correspondiente.

(b) Muestre que las perturbaciones lineales del tensor de enerǵıa-impulso de un fluido no
perfecto

Tµν = uµuν(P + ρ) + Pδµν + Σµ
ν (4)

con uµuµ = −1, uµΣµ
ν = uνΣµ

ν = 0, Σ̄µ
ν = 0, pueden escribirse como

δT 0
0 = −δρ (5)

δT 0
i = (P̄ + ρ̄) δui (6)

δT ij = −δPδij + Σi
j (7)

δT i0 = −(P̄ + ρ̄)
δui
a2

(8)

con uµ = (−1−Ψ, δui). (9)

(c) Comparando las componentes δT 0
i obtenidas en 2a-2b y definiendo δui = δu,i, identificar

las variables δu del fluido correspondientes a cada especie, i.e. δuγ , δub, δucdm,δuν , en
términos de la función de distribución.
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Transformaciones de gauge y teorema de descomposición

3. Muestre que ante una transformación de gauge, xµ → xµ+ξµ con ξi = ξS
,i+ξV

i, las distintas
componentes de la métrica

g00 = −1− 2A (10)

g0i = a [−B,i −Bi] (11)

con (Bi
,i = 0)

gij = a2
[
δij(1 + 2D)− 2E,ij + Vi,j + Vj,i + hTTij

]
(12)

con (Vi
,i = 0, hTTij

,i
= hTTij

,j
= hTT i

i
= 0),

transforman como:

∆A = −a−1ξ0′ (13)

∆B = −a−1ξ0 + ξS
′ (14)

∆D = −Hξ0 (15)

∆Bi = ξV
′
i (16)

∆Vi = −ξV i (17)

∆hTTij = 0. (18)

Recuerde que según la notación y las convenciones que utilizamos los ı́ndices espaciales se
suben y bajan con la delta de Kronocker δij , tal que ξV i = ξV

i y ξS
,i = ξS,i = ∂ξS/∂x

i.

4. (a) Use el resultado del problema anterior para mostrar que los potenciales de Bardeen:

ΦA ≡ A+
1

a

∂

∂η
[a(E′ −B)] (19)

ΦH ≡ −D + aH(B − E′) (20)

son invariantes de gauge.

(b) Use que

∆(δρ) = − ˙̄ρξ0 (21)

∆(δP ) = − ˙̄Pξ0 (22)

∆(δu) = ξ0 (23)

y muestre que las variables

ζ = D −Hδρ̄/ρ̇ (24)

R = D +H δu (25)

son invariantes de gauge.
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