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Guia 2: Universo de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker

Ecuaciones, soluciones y edad del universo

1. La expansion del universo en los modelos cosmoldgicos simples esta descripta por una tnica
funcién dependiente del tiempo a(t) llamada factor de escala (NO es el radio del universo,
ipor qué?). Considere que esta funcién estd dada por a(t) o< t? con p > 0 constante.

(a) ¢Para qué valor de p la edad del universo ¢y coincide con H~! (no sélo para la época
presente)? ;Qué tipo de expansién resulta? ;Coémo conseguiria este tipo de evolucién
partiendo de las ecuaciones de Friedmann?

(b) Aunque parezca anti-intuitivo, un universo con a(t) o« t*/3 NO se expande méas rapido
que uno con a(t) o« t1/2. Explique por qué.

2. (a) A partir de la ecuacién de Friedmann
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(b) Aqui tenemos tres ecuaciones que no son independientes, de hecho cualquier par de las
tres puede ser adoptado como las ecuaciones dindmicas fundamentales en cosmologia.
Identifique cudles son las variables dindmicas. ;Puede cerrar el sistema de ecuaciones?,
Lqué falta?.

3. Obtener la solucién mas general de la ecuacién de Friedmann para el factor de escala en funcion
del tiempo puede ser complicado debido a la dependencia con las distintas componentes de
energia y materia presentes en el Universo. Sin embargo es instructivo estudiar la evolucion
de a para ciertos casos simples.

(a) Dada una ecuacién de estado del tipo p = wp, encuentre la relacién entre la densidad de
energia y el factor de escala.

(b) Distintos valores de w representan de manera efectiva algin tipo de materia o energfa.
Asumiendo un universo plano K = 0 y sin constante cosmolégica A = 0, encuentre la
expresién de a(t) para cada uno de los siguientes casos

i. Materia no relativista (polvo), w = 0.
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ii. Energia de radiacién, w = 1/3.
iii. Energia oscura o energia de vacio, w = —1.
iv. Vuelva a resolver el universo con materia no relativista pero ahora para los casos

con curvatura espacial abierta (K = —1) y cerrada (K = 1) y compare con 3(b)i.
Para el universo espacialmente cerrado encuentre el maximo valor que alcanzara a.

(c) Es posible intentar resolver a(t) para un universo plano con los tres tipos de materia y
energia mencionados arriba. Usando 3a y tomando como dato las densidades hoy, calcule
la densidad de energia total del universo. ;Qué aproximacion realizaria para tener una
idea del comportamiento de pytqr(a)? (Cuéles son los valores de a para los cuales se
podruce el equilibrio entre materia y radiacién, y materia y energia oscura?. Asumiendo
ag = 1 transforme los resultados de a a z.

4. (a) Muestre que la ecuacién de Friedmann puede expresarse como
H? = Hj [Qy0(1+ 2)* + Qmo(1+2)° + QoL+ 2)* + Qao] (4)

donde Hj es la constante de Hubble hoy y €, 0, 0,0 ¥ £2a,0 corresponden a los valores
actuales de la densidad de radiacién, densidad de materia y densidad de energia oscura!
normalizadas con la densidad critica actual p.o = 3HZc?/(87G), respectivamente. Por
tltimo Qo = —K/(aoHo)? representa la densidad de curvatura hoy.

(b) ¢{Existe alguna relacién entre los parametros de densidad ;7 Investigue los valores més
recientes para los pardmetros cosmolégicos Hp, €2y0, Qo ¥ 4,0; (puede decir algo
sobre la geometria espacial de nuestro universo?

(c) A partir del resultado obtenido en 4a, calcular la expresién analitica mas general para
la edad del universo, tg.

i. Evalie dicha expresién para un universo plano sélo con materia en forma de polvo
(modelo de Einstein-de Sitter), otro sélo con radiacién y finalmente con constante
cosmoldgica (70%) y materia en forma de polvo (30%).

ii. ;Como se comparan las edades de los tres universos encontradas en 4(c)i?

iii. Resuelva numéricamente la edad del universo para el caso general con los datos
hallados en 10b y discuta las aproximaciones que se hicieron anteriormente.

5. Asuma un universo con una constante de curvatura K cuya densidad de energia total p estd
determinada por ¢ tipos de materia y energia caracterizados por una ecuacion de estado
p; = wip;. No incluya la constante cosmolégica explicitamente (asuma A = 0) ya que a
efectos practicos puede ser incorporada a través un tipo de materia que cumpla la relacién
pa = —pa = cte. Utilizando los resultados de 3a acerca de la funcién p(a):

(a) muestre que la ecuacién de Friedmann (1) puede expresarse de la siguiente forma

d2

& 4 Veg(a) = cte. (5)
ap

es decir como un problema de conservaciéon de energia unidimensional cuya variable

dindmica es a. Halle las expresiones para el potencial efectivo y la constante.

'Note aqui que tanto la energia de vacio como la constante cosmolégica o la energia oscura tienen efectivamente
la misma relacién p = —p = cte. Sin embargo cada concepto es diferente, su inclusién estd motivada por distintos
aspectos tedricos y observacionales y tienen distintas implicancias en otros procesos fisicos.



(b) muestre que no existe ninguna solucién estética si todos los componentes del universo
son convencionales, es decir corresponden a fluidos fisicamente razonables con presiones
(w; > 0) y densidades de energia no negativas.

(c) abandone la idea de fluidos fisicamente razonables y asuma un universo con materia
ordinaria no relativista y energia oscura (o constante cosmoldgica). Grafique el potencial
efectivo y analice los casos py > 0 (A > 0), ppo =0 (A =0)y pa <0 (A <0). ;Encuentra
soluciones estacionarias?, json estables?.

(d) Para el caso del inciso anterior, encuentre las condiciones que deben cumplir €2, 9, Q4 o
y Hp para que el universo pueda contraerse hasta un tamafo minimo finito y luego
expandirse indefinidamente. En este caso, jes posible considerar la condicién inicial
singular a(t;) = 07 Justifique su respuesta.

Distancias en cosmologia y horizontes

6. Ya hemos discutido que la evolucién cosmoldgica del espacio-tiempo es no trivial. Una con-
secuencia directa es que existen diferentes definiciones de distancia por ejemplo la distancia
fisica y la comoévil. En términos practicos ninguna de las dos da una herramienta 1til para
realizar las observaciones de las cudles extraemos la informaciéon de nuestro unvierso. En los
proéximos ejercicios veremos otros conceptos de distancias vinculados a procesos especificos
que nos permiten realizar observaciones.

Sabemos que el elemento de linea méas general para un universo isétropo y homogéneo con
curvatura espacial arbitraria es

dr?

2 2 2

+ 72(dh* + sin? 0dp?) | . (6)

(a) Utilice el siguiente cambio de coordenadas (t,x) — (n,x) con 7 el tiempo conforme (o
comévil) tal que dn = dt/a(t) y reescriba el elemento de linea. ;Qué propiedad tiene la
métrica en estas nuevas coordenadas?

(b) Encuentre la relacién entre la distancia comévil x que recorre un fotén, en una trayectoria
radial emitido en (., 0) y recibido en (¢,7), y el tiempo fisico ¢ para cada tipo de curvatura
espacial. Idem con el tiempo conforme (o comévil) . ;Cémo se relaciona esta distancia
con la distancia fisica?

7. En principio, no es posible determinar el tamafno del universo. No obstante, dado que la luz
se propaga a velocidad finita a cada observador le corresponde una regién acotada del espacio
mas alla de la cual la luz no logra alcanzarlo. De este modo es posible definir el concepto
de universo observable u horizonte de particulas como la distancia fisica que recorre un fotén
emitido en tpp (tiempo del Big Bang) hasta ¢, i.e. dy(t) = a(t) x(t,tpp) donde x(t,tpp) es
la distancia comévil. En efecto esta cantidad define el tamano fisico del universo al cual tiene
acceso un observador en un tiempo t.

(a) Utilice el resultado en 6b y escriba dy(t) como funcién de ¢ y el factor de escala a(t).

(b) Muestre que si se cumple la condicién fuerte de energia p+3p > 0, con p y p la densidad
de energia y la presién del contenido dominante del universo, el horizonte de particulas
dg(t) v la escala de Hubble H~!(¢) son del mismo orden. ;Qué tipos de materia o
energia, de las ya mencionadas, cumplen con esta condicion?



8.

10.

(¢) Ahora considere un universo plano con energia oscura (o con constante cosmoldgica
positiva), jqué sucede con la condicién de energia fuerte?. Calcule el cociente entre dg
y H™! para este escenario, jes de orden 17

(d) Use los datos observacionales correspondientes al contenido del universo y estime el
tamano del universo observable hoy.

Ayuda. Puede ser 1til volver a mirar el desarrollo del ejercicio 4c.

Test de Alcock—Paczynski. La idea en este ejercicio es extraer informacién sobre la
evolucién cosmoldgica a partir de observaciones de distancias.

(a) Suponga que tiene dos galaxias sobre la linea de visién separadas por una distancia fisica
L ap. La galaxia més cercana corresponde a un redshift z4 y la més lejana a zg. Asuma
que Az = 2z — 24 < z, con z el redshift intermedio y muestre que

Az H(z) Lap . )

1+ 2 c

Si conociéramos L ap (0 xap), midiendo el redshift podriamos estimar H (z). El problema
es que ni la distancia fisica Lp ni la comévil xap = Lap(1 + z) son conocidas a priori
en la mayoria de los escenarios.

(b) Asuma ahora que esas galaxias forman parte de un grupo de galaxias cuya distribucién
es esféricamente simétrica. Si Af es la apertura angular que ocupa el grupo de galaxias
en el cielo entonces se define la distancia angular diametral como dg = Lap/Af6. A
partir de estas definiciones encuentre una expresiéon que permita extraer informacién

cosmoldgica (i.e. de H(z)) sé6lo en funcién de los observables, que en este caso son z, Az
y Af.

Este procedimiento se denomina el test de Alcock—Paczynski. Permite obtener informacién
de la evolucién del universo a partir de los observables Az, z y Af correspondientes a una
estructura de galaxias esféricamente simétrica. No obstante para extraer informacion precisa
es necesario tener muchas observaciones de este tipo de estructuras y ademés poder separar
el efecto cosmoldgico (que queremos observar) de los efectos de las velocidades peculiares de
las galaxias que distorsionan la observacion.

Distancia luminosa. Probablemente el mejor método para medir distancias en cosmologia
es la distancia luminosa. La idea es simple cuanto mas lejano se encuentra un objeto que
emite luz mas tenue lo observamos. En efecto, esta distancia se define a partir del flujo de
energia observado F'y la luminosidad intrinseca L de la fuente tal que F' = L/ 47Td%. En ciertos
escenarios, como la explosién de cierto tipo de supernovas, estas dos cantidades F' y L pueden
medirse. Calcule la distancia luminosa dy(z) para los universos cerrado, plano e hiperbdlico.
Muestre que para objetos cercanos las distancias luminosas para los tres universos coinciden,
pero que para objetos lejanos, la distancia luminosa medida en un universo cerrado es menor
que la observada en un universo plano o hiperbdlico.

Energia oscura y expansiéon acelerada. A fines de la década de 1990, dos grupos de
investigacién (Riess et. al. 1998 y Perlmutter et. al. 1999) reportaron las distancias luminosas
dy, en funcién de los redshifts z de cientos de galaxias a partir de las observaciones de las
Supernovas Tipo Ia (SNIa). Estas mediciones son muy dificiles de realizar ya que no es trivial
reducir las fuentes de errores. Algunas de las fuentes de error importantes son los movimientos
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peculiares de cada galaxia, la calibracién de los métodos para medir distancia en diferentes
escalas y los errores sistemdticos en la descripcion de la explosion y los pardmetros de las
SNIa?. Explique en pocas lineas por qué es necesario utilizar las SNIa para medir la distancia
luminosa.

Ayuda. Piense cudl es la definicién fisica de la distancia luminosa y qué puede medirse en
astronomia.

(a) Tome la expresién de la distancia luminosa dr(z) para un universo plano calculada
en la guia anterior. Expanda esta expresiéon para z < 1 a segundo orden y escriba

los coeficientes de esta expansién en funcién de Hy = ag/ap y qo = —apdo /d%. Estos
pardmetros tienen una interpretacién cinemética de la evolucién de a(z), jcudl es para
cada uno?

(b) Utilice la expansién a segundo orden realizada en el punto 10a (modelo cuadratico) y
genere un fiteo de los pardmetros Hy y ¢ sobre los datos Snla.txt con 0 < z < 0.5, jqué
resultados obtuvo? ;puede concluir algo? ;podria haber utilizado la expansién sélo a
primer orden?

(¢) Ahora tome la expresién general para un universo plano y grafique sobre los datos la
curva dr,(z) reemplazando Hy = 67.3 km/s/Mpc y los pardmetros de densidad por

i Qrp =90 =0y Qo =1 (Recuerde que 2k = 0 por universo plano. Podria
calcularse todo nuevamente para un universo con curvatura arbitraria).

ii. los valores de las observaciones mas recientes. Discuta cualitativamente la precision
de ambos modelos. ;Qué concluye?

Algo mas sofisticado habria sido generar un fiteo de todos los parametros de la expresion
general sobre los datos y extraer de alli los resultados, si se anima...

11. Muchas observaciones de distancias se realizan en funcién del redshift cosmolégico z. Pero, ;es
cierto que z puede estimarse independientemente de la distancia luminosa, angular, comoévil
o fisica?. En caso afirmativo describa cualitativamente el método de mediciéon de z. En caso
negativo argumente cudl es el inconveniente.

2 Actualmente estas mediciones han sido refinadas y los errores reportados permiten extraer informacién precisa
de ciertos parametros cosmoldgicos que hoy generan una de la tensiones més grandes en cosmologia. Este problema
lo charlaremos més adelante.



