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Guia 3: Contenido del universo e historia térmica

Radiaciéon, grados de libertad relativistas y termodindmica
1. Considere una expansion adiabatica para nuestro universo en épocas recientes.

(a) Estime la densidad de entropia y un valor adimensional para la entropia por barién.

(b) Calcule ahora la entropia total de nuestro universo observable ;Es grande o chica? ;Con-
tra qué la compararia?

2. En la época presente la radiacién juega un rol comparativamente poco importante en el
comportamiento mecénico y térmico de cuerpos materiales. Para verlo, basta tomar un
volumen unidad de aire a temperatura y densidad normales. Como sabemos ya, este volumen
incluye, ademas del aire, el “gas” formado por los cuantos de la radiacién térmica. Verifique
el rol menor de esta ltima, sabiendo que la densidad de masa y la capacidad calorifica por
unidad de volumen de esta mezcla estan dadas por

3
p=mn+al*/c? C = §k3n+4aT3 (1)

donde m y n son las masas promedio de las particulas de aire y su nimero por unidad de
volumen, respectivamenre, y donde kp y a son las constantes de Boltzmann y de densidad de
radiacion.

(a) /Qué pasa si ahora se traslada al centro de una estrella y considera la mezcla de materia
y radiacion con p = 100 g/cm® y T = 2 x 107 K?, ;jcambian en algo sus conclusiones
sobre py C?. ;Y si T fuera atn mayor? [comentario: claro que ahora C' = (3/2)kpgn
para la materia no tiene por qué ser cierto. Suponga que si lo es y tome n ~ 5 x 10
Cm_S ~ p/mproton]-

(b) Trasladémonos ahora al espacio interestelar donde encontramos nubes de gas con den-
sidades p ~ 10724 g/cm? y temperaturas de T' ~ 100 K. ;Qué valores resultan ahora
para p y C?, jcudl de los dos componentes serd mas relevante en lo que espera en lo
que respecta a consideraciones termodinamicas? En particular, si un dado volumen
de la mezcla se expande o se contrae adiabaticamente, jcual de los dos componentes
determinard la variacién de su temperatura?

(c) Finalmente, el balance entre materia y radiacién en el universo es en muchos aspectos
similar al caso del gas interestelar. Si, por simplicidad, tomamos p ~ 103" g/cm? para
la materia y una temperatura de 7" ~ 1 K, como es la capacidad calorifica por unidad
de volumen de radiacién comparada con la de la materia?, ja qué temperatura serian
del mismo orden?

3. Pruebe y discuta por qué, la temperatura de un gas relativista en equilibrio térmico evoluciona
con el factor de escala de acuerdo a la ley T o< 1/a. Por otro lado pruebe y discuta por qué
la temperatura de un gas no relativista en equilibrio térmico, pero que no interactia con las
especies relativistas, evoluciona con el factor de escala de acuerdo con la ley T o 1/a?.



4. La densidad de energia de la radiacién (particulas bosénicas o fermiénicas ultra—relativistas
—i.e. con masas mc? < kgT —) puede escribirse en términos del niimero total efectivo de
grados de libertad relativistas g.. Como veremos, esta cantidad g. depende de la temperatura.

(a) Considere un sistema de fotones, electrones y neutrinos (y sus antiparticulas) que per-
manece en equilibrio termodindmico. Muestre que g, = 10.75. ;En qué rango de tem-
peraturas del universo tiene validez este valor?

(b) Ahora considere temperaturas menores, por debajo de aquella en la que electrones y
positrones se aniquilan ;Qué valor obtiene para g7

Ayuda. Para dar un valor explicito, puede ser de utilidad considerar la solucién del
ejercicio 6c¢.

(c) (Es este tltimo el valor actual de ¢.7? ;Qué suposicién estd haciendo sobre la masa de
los neutrinos?

(d) Ahora considere temperaturas por encima de los 300 GeV e incluya todas las particulas
presentes en el modelo estdndar de particulas elementales ;Qué valor obtiene para g,?

(e) (Es este ultimo valor el méximo posible para g7 ;O piensa usted que para energias muy
altas (de gran unificacién, por ejemplo) g. podria ser atin mayor? Si fuera asi ;{Cémo
surgen esos nuevos grados de libertad?

(f) ¢Por qué no se incluye la contribucién de las particulas no-relativistas en la definicién
de ¢.7 (;Qué hay en sus distribuciones de equilibrio -para la densidad de energia, por
ejemplo- que suprimen sus contribuciones?)

5. Sea un modelo de Friedmann dominado por radiacién, compuesto por fotones, neutrinos,
electrones y muones, a una temperatura 77. En un instante posterior, cuando la temperatura
es Ts, los pares de muones ya se han aniquilado, mientras que las demas particulas siguen
existiendo en equilibrio térmico y siguen siendo relativistas. Calcular T3 en funcién de 717,

a(t1)) y a(tz)).
6. Era leptonica, desacople de neutrinos y recalentamiento de fotones.

La era lepténica se conoce como aquella época dominada por las especies de particulas
lepténicas en la que la temperatura del universo se encuentra entre 1 MeV < kT < 100
MeV.

(a) Para la época en cuestién encuentre la relacién entre el tiempo coordenado fisico ¢ en
segundos y la temperatura del universo en MeV. ;Cuél es la edad del universo cuando
su temperatura es kg1 =1 MeV?

(b) Las principales reacciones responsables del equilibrio térmico entre los neutrinos electrénicos
y el resto del gas durante la era leptdnica son

et+e 2. +7, et +ve et 1, et + v, — et + 7. (2)
Sabiendo que la seccién eficaz de estos procesos es
o =O0(1)GE(p1 + p2)?, (3)

donde p; y po son los 4-momentos de las particulas incidentes y Gr = 1.17x 107> GeV 2
es la constante de Fermi, estime la temperatura a la que se desacoplan los neutrinos
electronicos. ;Qué pasa con las otras dos especies de neutrinos?



(¢) A partir del resultado del inciso 6b y usando la hipétesis de que el universo se expande
adiabédticamente (conservacién de la entropia), muestre que los neutrinos y los fotones
tienen distintas temperaturas hoy. ;Cual es el motivo de esta diferencia?

(d) Muestre que la densidad numérica de una especie de neutrinos y anti-neutrinos en el
universo actual es
Ny, = 3n7 =112cm 2.
11
Ayuda. Tenga en cuenta todos los tipos de particulas con abundancias apreciables presentes
en el universo para la época a tratar. Preste particular atencién a la conservaciéon de la
entropia y a los procesos de aniquilaciéon. Para el inciso 6d considere primero la densidad

numérica de los fotones y luego relaciénela con la densidad numérica de los neutrinos.

Considerando los valores reportados por las observaciones mas recientes para las densidades
de energia y materia en el universo, calcule el cociente a/ag, el redshift z y el tiempo ¢
correspondientes a los momentos de igualdad entre materia y radiacion y entre materia y
energia oscura. Estime la temperatura T que corresponde a cada momento, compare con el
tiempo encontrado en el inciso 6a.

Para calcular t, escriba una expresion general a partir de la cual poder hallar el tiempo t(z)
en funcion del redshift. Luego utilice las aproximaciones adecuadas que le permitan dar una
expresion analitica para t* = t(2*) con z* el redshift encontrado para cada uno de los dos
casos mencionados arriba.



