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Guia 9: Perturbaciones en la materia y formacion de estructuras

1. Para caracterizar las fluctuaciones en la materia se estudia la evolucién del espectro de po-
tencias P(k,n) desde las condiciones iniciales dada por inflacién a través del espectro de
potencias primordial P,(k). Para comenzar su estudio usaremos el cédigo publico CLASS!
que resuelve las ecuaciones de Boltzmann para todas las perturbaciones acopladas. Si bien el
cuerpo principal de ecuaciones corresponde a perturbaciones lineales, existen opciones para
activar ciertos modelos de evolucién no lineal.

(a) Elija pardmetros cosmoldgicos fiduciales tanto los relativos a la evolucién como a las
condiciones iniciales vinculadas a los espectros primordiales dados por inflaciéon. Grafique
el espectro de potencias lineal P(k,n) en funcién de k en unidades h/M pc para distintos
redshifts (o tiempos) z = 0, z = 2 y z = 10. ;Cémo es la evolucién del espectro en
funcién del tiempo?, ja qué se debe la dependencia en k, en particular que indica el
maximo?, ;y las oscilaciones?

(b) Sabemos que la teorfa lineal no puede ser vélida cuando las fluctuaciones relativas en la
densidad son mayores a la unidad, es decir cuando 6 > 1. Para estimar la escala ky; en
la cual la aproximacioén lineal deja de funcionar se define la condiciéon A2%(ky;) ~ 1 sobre
el espectro adimensional A%(k) donde P(k) es el espectro de potencias lineal. Estime
el valor de la escala k) en unidades de h/Mpc a partir del espectro lineal en z = 0 y
determine el rango en el que los efectos no lineales son importantes.

(c) Obtenga los espectros lineal y no lineal. Tome algin criterio cuantitativo y estime
directamente con estos datos cudl es el rango en el que difieren ambos espectros.

(d) Repita 1by 1lc para z = 2. jEsta escala k,; crece o decrece con el tiempo? Explique por
qué.

(e) Grafique los espectros lineales y no lineales para z = 0 y z = 2 superpuestos mostrando
la transicién de un régimen al otro.

2. Ahora analicemos las perturbaciones en la materia con un poco mas de detalle. La evolucién
lineal del espectro de potencias de la materia oscura P(k,n) luego del desacople entre bariones
y fotones estd dado por

P(k,n) = [Dy(n)]* [T(K)]* Py(k), (1)

donde D, (n) es el factor de crecimiento lineal con Dy (ny) = 1, T(k) es la funcién de
transferencia y P,(k) es el espectro de potencias primordial, P,(k) ~ (k/H)* Py(k) donde
Py (k) ~ k™% es el espectro del potencial gravitatorio. La normalizacién de las amplitudes
de los espectros estd fijada por las observaciones. El valor ng = 1 corresponde al espectro de
Harrison-Zeldovich invariante de escala.

!Para mas informacién http://class-code.net/. También existe otro cédigo piiblico de uso extendido denomi-
nado CAMB, detalles en https://camb.info/.



a) Factor de crecimiento. Si pensamos en un universo con materia y constante cosmolégica
Factor d imiento. Si i teri tant l6gi

(o energia oscura, pero sin fluctuaciones), el factor de crecimiento D (n) es la solucién
creciente de la ecuacion )
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donde H(n) es la constante de Hubble conforme H = (da/dn)/a = Ha), n es el tiempo
conforme y €,,,(n) es la densidad de fondo de materia total en unidades de la densidad

critica.

i. Mostrar que la solucién decreciente es D_(a) x H(a)/a = H(a) y la creciente es

D+(a) =C H((la) /(;a 'Hcif?;/)’ (3)

con C una constante.

ii. Hallar C tal que D4 (a) = a cuando a — 0 para un universo plano con cantidades

arbitrarias de materia y energia oscura. Fijar ademds a(hoy) = ag = 1. Utilizando la
normalizacién calculada integrar numéricamente la ecuacién (3) para hallar el factor
de crecimiento D4 como funcién de a para un universo plano en los casos (0 =
LA = 0), (Qmo = 0.3,Q7 = 0.7) v (Qmo = 0.5,Q4 = 0.5). ;Qué diferencias
y qué similitudes encuentra entre las soluciones? ;Qué puede concluir acerca del
crecimiento de las estructuras en nuestro universo (2,0 = 0.3,Q24 = 0.7) respecto
de un dominio puro de materia? ;Estas conclusiones dependen de la normalizacién
elegida?
Ayuda. Para hacer el desarrollo de D, (a) cuando a — 0 es conveniente utilizar
algin programa con lenguaje simbdlico, e.g. la libreria Sympy para Python, Mathe-
matica o Sage. Por otro lado para responder las preguntas sobre el crecimiento de las
estrucutras en distintos universo, es posible definir una cantidad f que mida la tasa
de crecimiento relativo de las fluctuaciones. Utilice esta funcién f = dInD/dlna
para comparar entre los distintos universos.

(b) Funcién de transferencia.

i. Derive (o recuerde de ejercicios anteriores) el redshift z., para el cual el universo
pasa del dominio de la radiacién al de la materia. Calcule el niimero de onda comovil
keq =~ H(2eq) como funcién de €, y €.

ii. Utilizando CLASS y asumiendo los parametros cosmolégicos de Planck 2018 obtenga,
a orden lineal, el espectro de potencias de la materia y la funcién de transferencia
para z = 0.

iii. jCuadl es la relacién entre el espectro de potencias y la funcién de transferencia?

iv. Estudie las asintotas del espectro de potencias para k — 0y k — oo. ;Es compatible
con la estimacién teédricas?, jpor qué?

v. Para los pardmetros dados calcule keq en unidades de h/Mpc. jPodria estimar este
valor a partir del espectro de materia que calculé con CLASS? En caso afirmativo
explique como.

3. Evolucién del bias. A partir de las observaciones de la materia luminosa (galaxias) pretende-
mos estimar propiedades de la materia oscura. Para ello debemos vincular la densidad de
galaxias con la de materia oscura a través de algin modelo. A esa relacién la llamamos bias.
El modelo més simple se lo denomina bias lineal local, estudiemos alguna propiedad de esta
relacion.



Asuma que las galaxias se forma en un tiempo dado, ¢t = ¢,, con una densidad d, que satisface
la relacién del bias lineal local 64 = bodcam en ese tiempo inicial. Si el nimero de estos objetos
se conserva’ y su velocidad es igual a la de la materia oscura muestre que a orden lineal el
factor de bias b = 04/dcam evoluciona a la unidad y que ademas sigue siendo local.

Ayuda. Utilice la ecuacién de continuidad en variables comoviles tanto para las galaxias
como para la materia oscura.

4. Una vez definido el espectro de potencias es 1til considerar las amplitudes de las fluctuaciones
de sobredensidad § y de masa relativa 6 M /M integradas sobre una escala de referencia R
definidas como s01 .
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donde V es el volumen y Wgr(x) es una funcién ventana que vale 1 para |z| < Ry cero en
otro caso. En consecuencia es usual considerar el valor RMS de las cantidades mencionadas
para describir la amplitud de las fluctuaciones en la materia de modo que
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La convencién standard es elegir R = 8 h~' Mpc, lo cual define un pardmetro cosmolégico
llamado og.

(a) Muestre que
1

o J,
donde W (z) = (3/23)(sinx — x cos x).

(b) En consecuencia utilice el espectro obtenido con CLASS y calcule os.

0% = "k k2P (k)W?(kR) (6)

(c) Disminuya el contenido de materia oscura en un 20%, vuelva a correr CLASS y calcule
08y mo. Explique por qué og aumenta o disminuye.

5. El modelo més simple de evolucién no lineal es el modelo del colapso esférico. Bajo este
modelo, en un universo con {2, = 1 el radio fisico de una estructura simétricamente esférica
r sigue la ecuacién de movimiento

_GM(<r)

7= 7

5 (7)
donde M (< r) es la masa interior al radio 7. Asumir que la masa esta distribuida en capas
esféricas que no se cruzan, y por lo tanto, que M es una constante de movimiento. Si fuera
necesario, asumir también que la sobredensidad inicial §; < 1 y, en consecuencia, que la

velocidad peculiar inicial es despreciable.

(a) Demostrar que esta ecuacién admite una solucién paramétrica

r=A(l—cosf), t=DB(0@—sinf), A>=GMB? (8)

“Esta es una hipétesis muy fuerte debido a la posible colisién y/o acrecién de estos objetos.



(b)

A partir de la definicién de la densidad interior al radio r, calcular la fluctuaciéon de

densidad § y demostrar que
9 (6 —sinh)?
g0 (0=sn02 o
2 (1 —cosh)3
Tomando el limite de tiempos pequenos, identificar la fluctuacién de densidad inicial y
demostrar que las fluctuaciones lineales evolucionan siguiendo

2/3
S = g [i (6 — sin 9)] (10)

Calcule las densidades dy;, v 6 para los tiempos de maximo tamano y de colapso de
la estructura. A partir del valor djin|col = dc se define el umbral J. tal que cualquier
estructura con § > 6, colapsa.

Durante la parte final del proceso de colapso la simetria esférica y las aproximaciones
asumidas suelen no ser vélidas, las fluctuaciones locales de densidad y del potencial
gravitatorio (entre otras) hacen que las particulas se desvien de sus trayectorias perfec-
tamente radiales debido a la interaccion con estas fluctuaciones y se virializan a través
de un proceso de relajacion violenta luego del cual la estructura alcanza el equilibrio
virial. En efecto, utilizando el teorema del virial indique cudl es el radio estable de la
estructura virializada y en qué tiempo lo alcanza (puede hacerlo en funcién de 6). Cal-
cule el valor de la sobredensidad § para ese caso y compare con los valores de la teoria
lineal. Sabiendo que los clusters hoy tienen sobredensidades del orden de 200, ;tiene
sentido aplicar la aproximacién lineal para describir su dindmica?. En caso afirmativo
argumente por qué y en caso negativo discuta si existen otras estructuras que si podria
describir la teoria lineal.



