An intellect which at a certain moment would know all forces that set nature in motion, and all positions of all

items of which nature is composed, if this intellect were also vast enough to submit these data to analy it would

embrace in a single formula the movements of the greatest bodies of the universe and those of the tiniest atom; for

such an intellect nothing would be uncertain and the future just like the past would be present before its eyes.

Pierre Simon Laplace, A Philosophical Essay on Probabilities

wAPLACE
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El Teorema de Liouville

op op .o o -7

1punto en el ensemble es un estado, el numero de estados
se conserva — continuidad, sea @ un volumen con
superficie SenT :

_90 - .
N J‘m dop J‘S dsw vp
con 77 normat exterior y ¥ = (....pi........ gin...)
[ dw[(i—p +V-T:’p:| -0
o of

pero @ es un volumen arbitrario ...

D
°
Il
<
1)

Q Q
g*)lb) o]

op -  Op -
:z == pi +=+ +
I:(?[)I pi oqi q':l
a_ o .
+ E +
P I:Fw, Pi oq; ’{::I

Pero el ultimo termino es 0 en virtud de las ec. de Hamilton

dp _
dt =0

es la derivada siguiendo las lineas de flujo =fluido

a_' :a— a_H
ap, By ap | 2q;
. H
a—CIi:— EY
oq aq; 9P

Sumando

o [FoH]o _PHL,
op, | 9g, | 99, PP

S0 40 g
O_api pl+aqi ql

Evolucion de volumenes en el espacio ¢




Ergodico

. . . N N
Sea un sistema con un Hamiltoniano #(7".7") = las
ecuaciones de mov son

dqi _ oH.dpi _ _OH

dt op;” dt oq

di == S _ _ _dpi

T o

ap; éq,
Sea el sistema conla energia total £y sea su evolucion en
I" limitada a la hipersuperficie 6N — 1 dimensional S;.

El flujo sera ergodico si la trayectoria individual de casi
cualesquier punto, cruza oo veces un dominio finito
arbitrario con t — o .

Birkhoff probo que:

Sea A(X) una funcion dinamica integrable sobre el espacio
de fases.

J‘ dulb(X)| < o
.

la siguiente integral tiene un valor finito:

t—1o

l 1
lim J' dtb(X,) = BOY)
1o to

Ademas, bajo ciertas condiciones (espacio metricamente
transitivo) ,

a) h(X) es cte. casi en todas partes (indep. X')

b) BUX) = (b(X) = [, dub(x)

Sinai = hard spheres in a hard box ; N > 2 es ergodico

Atencion

Ergodicidad “solo” sirve para poder equiparar MD a MC

Va al equilibiro si es al menos mixing
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Microcanonico

Condiciones
N — x©
V— »
v
N
El sistema esta aislado — E
Trbajamos en T’
p(p,q,0)d* qd* p = numero de puntos ...
Se satisface Liouville — 2 + Z{—’i - i—’} =0 ‘

at éq, op. ogq; ap,

=y

si p no depende explicitamente del tiempo
(estamos estudiando el equilibrio!)

si p(p,q) :AP(H(P, q)

Entonces —~ = 0 — p no varia con el tiempo

Equiprobabilidad a priori.
p = cte es solucion
entonces

. { cte si E(H(E + AE }

0 en otro caso

Sea f(p.q)

Jif(/’»!{)/)(p,q)d" Vgd*Np

<f(/7; f/)) = J‘ p(p,él)d""\ q(f \]7

fup(p.q) — corresponde al maximo volumen

\ Mas probable

Fon(poq) = (fip,q)) si LLLLL0DT

5 < 1 (para dist angosta!)
@)y

Ensemble microcanonico

Sea

I'(E) = J‘P(Jhli)d“lid“ﬁ

S(E) = J. d*Ngd?p

H<E

[(E) = S(E + AE) - X(E)

O0X(E) A

I'(E) = o(E)A = 5

\
VOR
AOR?
1 > Como d~1023

RO (A)ei=

a4
VOAS O - A

J
r(E) - 2(E)




tendra
Siguiendo a Boltzmann E=FE+E Dado que H ...
Sea S la entropia SEV)=klod (E) - -

Los volumenes satisfacen

N =kl
. it
En los sistemas que estamos tratando (H = H, + H>) ...
2) S es extensiva sin embargo hay muchas formas de construir esto

b) S satisface la segunda ley.

r<a:f§nﬁ )T, [E- (i m)]

a)

Sean dos sistemas aislados ... conN=N+NyV=Vi+1

Si(E V) = klogD'(£1) / Entonces /,»/ .
z

S:(Ez, Vz) = klogrz(Ez)

— ’

Luego los ponemos en contacto, el sistema resultante

@

(*) como los sistemas estaban en equilibrio para cada estado de un dado sistema
le corresponden todo los del otro

=T S(E V) = S(EV. V) + S(E2. V) + O(log N)
S:klogZﬂ(EJF/z(E—E\.) | 1 |

i=1

Sea elterminc mas grande de la suma 'y (£7)>(E3) Como E7.E; , son los valores que maximizan —

NEDNE) < TE) < £0(ENE) | o[ (EDNa(E)) =0 | (dejamosia)
luego con
klog[[(EDNM(ED)] < S < klog[%j +klog I\ (ET)T2(E) S[Ev+E2] =0
pero or Jar(E
. : C)aer(e,)+ B r(e) =0
logl" o« N ; pues I" va como el [v,v,] oE, 0E,
logE o« logN; pues V' va como Ny con y el numero medio
de vecinos Como &, =,

Entonces

\




or(g) 1 _or(g,) 1
o€, T(E) o€, r(E)

luego

{55(151) _ {552(52) }
OE =y (&5) Ey=E;

pero esto es entonces

OSEN _ 1 _
—eg T n=h

luego

Respecto del crecimiento de la entropia
(argumento Huang)
S = klogl' = klogZ

Si el sistema esta aislado = N fijo, £ fijo, /" no puede
decrecer (no hay /') — solo expansion libre. Como X es no
decreciente de ...

(version Gross)

liouville — ¥ no varia, pero como se Mide? (mixing)

Second Law of Thermodynamics

Problem:
Due to Liouville Hamilton dynamics is
area-conserving.
Thus one has to redefine Boltzmann's W.
Main idea:
Calculate W(F) not as Riemann (or better
Lebesgue) integral but by "box-counting”
which gives the area of the closure of W:
Thus W(t — o0) = Wy4p Thus any
subjectivity is avoided.




La termodinamica
S deriva a partir de las relaciones termodinamicas
conocidas

AS(E,V) = (i?,)ldm (%)ldE

ol
_ _(oE
P= (5V ]
—(eL
Tﬁ(&?)v
A=E-TS

Un alto en el camino

Zfilogfi

kloglh

-k pilogp,
1
Para equiprobabilidad (microcanonico)

.
— 1
= Z rlogr=logr

Equiparticion

Seax;unap,; 0 gq;
Seal =T(£),w = w(k),2 = %(E)
Sea (x,%) = <r/,- /};) u otras combinaciones de este tipo

oH
dpdl
<an> = pqx

J E<H<E+A<\\
_Ao
22 [ 4 -7
T 0E 2, pd qx

J

(\
:éi dod OH-B}—

raEH<E P fxl/

=2 %, j pdq—( (H-8)- ‘SHF*E [dpdari -8)
'%/—/

para el termino extra

oH\ A d sho
=)=== d— H-E 2= [dpdg(H-E
< ax> T3 E{ dpdg—(x( -4, raEHLp q( )

El primer termino se lleva a una integral de sup. con
(H-E) = 0 entonces

10
=5, =2 [dpdq(E-H
"waEHLp q( )
10 10
=9 —— |dpdqE-0,—— |dpdgH =
"waE-[pq "waE-[pq

<x "H> 8= L (E2(E)-0, L [dpdgH

6Xj H<E




derivando...

=5 L 1ed (mgp-5 Lo R -
Oy B(Epd; —EZ(2(E)) 5ijwaEH£Edpqu 236
_s 2(E) _ 1 .k
|l .[ dpdgH- ,[ dpdgH =9, 93 (E) =9 F) I (z)_b-ij IS
oy rEm Ll (e e e B2 plele) S
o oE o 4E
! 1.1
i S} ESE( (E)-0,—E = = 5KT
ééijl_Z(E)"'éijl_Ew_éijl_Ew Osea...
[0] ® 0]
[ o] 2t
1 X,
C%;Z(E) (;[Fi'.;Edpqu+ESHJ;E*AEdpqu_H“;Edpqu]:
(;ES HJ; 33 iH De donde
el - SeaH =L 5+ LU+ T LTy
<q' (F:f/ > <)' g/h> K
como L = — p =

éq

(aip, ) =-3mr

Teorema del virial!

SiH = Ap}+>.Bq? =

—< DH >=
<Z([h op: q,ﬁq ) < 2H >= fkT

y esto es el teorema de equiparticion, con f los grados de
libertad — c/grado aporta %kT

Sea la Presion densidad media

P= ZQ;?X X n(,\") = Zp\ x }/1(1(') ={ ([’\ \>

>0
py— L
DLy = (3 g,

150558 (50 )

pai=0

Enellimitet — «




pero si separamos la parte de potencial de un cuerpo y el

de dos
3PV + OHL oH
o (Sod) - (5%

Para el termino de interaccion
OH op
e S k==
DI e I

Entonces

_ . 0
?<ZP/ pp,>?2’f‘m

¥ Se origina en el potencial de un cuerpo, es decir la caja que contiene al gas

El gas ideal

Sistema mas sencillo

H

N7
-2 5

a) calculo de X(E)

S(E) = ,\_[ &pr.. g,
’l H<l

i) integrar en ¢ da volumen 1

(E) = —Q,\(R)

con R = 2mE

Qu(R) = J' dri...dxn
Nt 2SR

QII(R) = CuR"
Se puede demostrar (Huang, Pathria, etc.)

Q2

TW2+1) e ot

Cy =

entonces para n grande

logC, = %logn— log & 4 2

entonces

S(E) = CV“[/?L;(Z’"E)N}\

de donde se obtiene la entropia

S(E V) = k[long\ + Nlog% + %Nlog(ZmE):I
-

—

o tambien usando la expresion para C,

S(E, V) = kal:log Az mE 1+ ] + 3y

2N

— Nklog[Vu®] + 7w([l +log 4221 |

con u la energia por particula
de donde

ES V) = UGS, ¥) = [47‘[112 :I I/{’Y”’ exp[%% B l:l

de donde




A v et
I Paradoja de Gibbs
_ [oU7 _2U _ NkT
p= [ 7V],\ 3V V
Sean dos gases ideales con N; y N> en V, y V>, a la misma
temperatura y densidad
Supongamos que remuevo la separacion
entonces T
ASlk = N, l()gﬁ% + Nalog I[lf >0
1 2
Pero , es que algo ha cambiado si los dos gases son
identicos?
K\\
N
Ertropia de Mezcla S = Nklog[Vu*?] + %Nkl:l +log %]
< 2n-

S= Nklog[Vu*?]+Ns, 1
S,= N, klog[V,u¥?+Ns,
S,= N,klog[V,u¥*]+Ns,

Luego de la “expansion” de cada gas
l S,= N, klog[(V,+V,)u”?]+Ns,

S,= N,klog[(V,+V,)u*’]+Ns,

Finalmente AS \




Paradoja de Gibbs

Sean dos gases ideales con Ny y N> en V; y V2, a la misma
temperatura y densidad

Supongamos que remuevo la separacion

entonces
_ v v
AS/k = Nilog 7, + N2 log A >0

Pero , es que algo ha cambiado si los dos gases son
identicos?

Entropiza de Mezcla Un Gnico gas

Lo mismo pero con gases ideales idénticos:

Son los estados diferentes?

Solucion de Gibbs — contamos mal. hay N! terminos de
mas (distinguibilidad) hay que dividir 2(£) por N!

= hay que dividir por N! o restar logN! ~ NlogN - Ny se
obtiene:

ISi= Nklog[%u”] + %Nk[% + log 221 :|
=

3h°
-no hay fundamento clasico\

S= Nklog[Vu®¥?]+Ns,

Numero de Estados y Entropia.
Sea un sistema de N spines en un campo magnetico (no importa)
Sea la energia del sistema

E=N, 24N "5
2 2
Sea el numero total de spines N

E=ME+(N-M) "2
2 2
M=E+N
& 2

Cuantos estados de energia E tenemos?
(los suponemos "pegados a una red" luego distinguibles en la red pero no
entre ellos. oM — N

A

= MTN-H)T

11



EN

r=Ccy=cg?

O sea que podemos escribir

S(E)=kghl(E),

kp = 1.3807 x 10~ ¥erg /K = 8.617343(15) x 1079V /K

EN
S(E) = kgl Oy

1
In(nl)=nlnn-—n+ iin(%n) +0(1/n)

S(E)/N

05 FpIn(2) = 0.60314718056kp

k5 S(E) =l CY

N ~NIn N — MM — (N - M)ln(N - M)
o/ - M, N-M
st/ =~ Mn(z) ~ (V- M) n(~5—)

/ \
/ \
*‘JS Lk 05
From E=Mg-(N-M)2
1 E. 1 E 1 E_ 1 E
k' S(E) =N - §+f)111(§+§0)*(§*§0) (E*Efo)l

S(E)VN

/

EEg=tkg | %

=)

05 |

\ /
T>0 4
T<0

12



canonico

Microcanonico = (N, V, E)
S = klogI'(£)
Supongamos que lo "separamos pero en contacto” en dos
subsistemas caracterizados por
> Hi(pi.q1).Ha(p2,q2)

2 N,y V, fijos

AN

N\

®/

E <(E,+E,) sE+2A

» Ni,N2
- V] v Ni+N,=N
"1, V2

’ V,+V, =V

con 172

Pero, que es esto?
49 50
E <<E,

Esto es el caso que estudiamos al analizar S = 3 E7,E;
que cuyos volumenes asociados en I "dominan”

Sa  Ei<<E; ‘

Lo que nos interesa es un dado estado de | (o sea en

dp\ dqg alrededor de pi ¢1), y por lo tanto no nos interesa
r el estado de 2 *
[ la probabilidad de dicho estado es « dp, dg, I'>(E—E|) =
“ pp1,q1) = T2E-E))

pero el E, relevante es £ y los otros posibles valores son
irrelevantes

v
* Es decir, el estado exacto de 2, sino todos los comp  atibles con la condicién

macroscoépica elegida
51

0S>(E>) :I .
Ex=E

klOgrg(E*El):Sg(E*Eo:S;(E)*E|[ s

= SZ(E) - BT

Donde T es la temperatura del sistema 2 (el grande)

Entonces es inmediato que

I'(E-E)) ~ exp[ 52/((5) ]exp[— T

#)

por lo tanto
P(,”, ‘/) —e PH(p.q)
eI
con B =
El volumen ocupado es _
\'\,

Solo de E!

13



O = | =

dVpdNg

e P

donde se integra?

Tomemos en cuenta que:

_ J dpdaH exp(-/H (p.q)
| dpdaexp(-=4H (p, o))

Entonces podemos escribir:

TE %Inﬂ. dpdqe'ﬁH]

Por otro lado:

dA=dU-TdS- SdT=- SIT- PdV

54

dA= dU- TdS- SdT=- ST~ PdV

__BAT - pA
=frl=kl,

UZ{)%IIH[[ dpdqe’ﬁ”]

entonces

_ _a_TPAl —_t2le_
U= A+TS= A TET]«V T[a

— >

PANT _p
U_?(llT)l,v Bresl].,
~—

A

).

—

U=%Inﬂ dbdqe'ﬂH]

Como vimos

con  p=1KT
inf| dpdge ™~ ArKT
:—ﬂA
55

p=1IKT

Entonces :

In [I dpdag” ™ - AVKT :ﬂ dpdge M e M

Obtenemos

Q(V,T)= [N!WI dpdge” ”“]t g A

56
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Q\(V J‘ d\{)}d qe BH(p.q)

Termodinamica

Q\(V,T) = g P4
osead = —kTlogOnN(V,T)

A es la energia libre de Helmholtz ~ Que debe cumplir:
i) es extensiva
A=U-TS= dA :/Ta/?— PdV — 7S — SdT

Exploremos......
i) se demuestra a partir de la definicion de Q, si separamos

en dos partes a,b ; H= H,+ Hy + Hay con Hyy despreciable frente a H;

57

= Quin =

0,05 Y luego por el log ..

ii) d4A = —PdV — SdT =

" L&), -

(Hy=A+TS=4-1[4]

(A=E-TS)

Por definicion de O =|Qxeft = 1 = %[Q\e/"‘] =0
Entonces
% J‘dpdqc BUpa-A0"D] = ()
| - BLH(p.g)-A(V.1)] _ 7 oA, | -
N J(lpdqc —[Hp,q) —AWV, )]+ p B [y 0

Dedonde +—58——

AQLT) = H)+ 7 [“ %:0

o1/ B)—
E@/If)ﬁfkf A - -T[ 2] = 0

AV, T) = U +T[ ”;]

59
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