Markov

fF

Markov

Ajustemos la notacion

Sea una variable estocastica Y con un espacio muestral

asociado (y1,)2,73,...)

Pi(y1,t) = densidad de probabilidad de
que la variable estocastica

tome el valor y, a tiempo 7

P>(v1,t1;v2,12) = densidad de probabilidad conjunta de
que la variable estocastica
tome el valor y, a tiempo 7,

y el valor y; a tiempo 7,

Pueden ser reducidas
J.Pn()'l,ll;}/’z,fz;---;,\'n,ln)dyn = Po(vi,t13y2,t25.  3Vn1,tn1)

P,(v1,t15¥2,12;...3ynsty) = densidad de probabilidad
conjunta que la variable ...

Ademas son normalizables

J‘PI(}"lsTI)d)'] =1

Las densidades de probabilidad satisfacen
P,>0

Pueden ser continuas o discretas

Los momentos dependientes del tiempo quedan definidos
por




Wi(t),y2(t2), ..., yu(tn)) =
= [ [y yPa syt e ta)dvidya. . dv

de donde obtenemos informacion respecto de
correlaciones a diferentes tiempos.

. . Sea ahora la probabilidad condicional
Proceso estacionario :

Pa(1at1ivaa b2 Vmtn) = Puor, (f1 + T)iv2s (b2 + )5 (B + Pii(yi,tily2,12) = es la densidad de probabilidad
Paratodonyt condicional de que la variable

estocastica Y adopte el valor y»

a tiempo 7> si tomo el valor y; a
Entonces en este caso

tiempo 7
Pi(yi,t1) = Pi(y1)

Esta deflnlda por "‘P{y}tj)Plll(ylltllyZYtz) dYZ :J.PZ(YDtl; yzltz)dYZ
Pivi,t)Pinistilva,t2) = Pa(vistisya,ta) IP£y1t9P1/1(Y1rt1|YZ’tz) dy, = P(y,t,)
Pl(y]Jtl)J. Pl/l(yl'tll y2't2) dy2 = Pl(yl’tl)

Teniendo en cuenta la propiedad de reduccion

J.Pl("lﬂfl)[)l 1 tilva, 2)dyy = Pi(ya,12) J- Poa(Yots [¥a0t,) dy, =1

Ademas Py (y1,ti|y2,12) tiene la propiedad (




[Pu@Lnlym)dy: = 1

| pues]

'[l)l(\'hfl)/"l 11 tilya, t2)dys = j/":(_\'l.fl1_\'11:)([\'1

Pivit) [ Pun@rnilysi)dys = Pi(ynan)

SiPi(y1,t1) # 0 ya esta.

Densidad de probabilidad conjunta

Priist iyt e Vs Vit T 13V k25 Eri2s S Vkids Erst)

Estas expresiones son relevantes cuando la variable
estocastica tiene "memoria”

En particular
Pit(Vi,ty 1,815 Va1 tn1|[Vas tn)

Esto nos lleva a una clasificacion en terminos de la
memoria del sistema

Proceso de Markov =
Pii(vi,tiyntie Vet teaVnstn) = Piut(Va-tstn1yn, tn)

Entonces el estado del sistema a tiempo ¢ solo depende del

estado anterior.

Llamaremos a P /i (v 1,44 1|va-,) "la probabilidad de
transicion"

JE MY.LIEE IS A
MARKOV CHAIN

1

GIVEN THE PRESENT, THE
FUTURE DOES NOT
DEPEND ON THE PAST

El proceso de Markov queda definido por

i) Pi(yi,t1)

i)y Pin(vistilyva.t2)

De este modo

Si ahora integramos la ecuacion anterior sobre y»
Il’:(\‘l.fl2)':.1‘:;)’3.1‘3)4\‘: = Pa(yi,ti3y3,t3) =

por definicion de P,




= Pi(v1,t1) Pin(i,tilys, t3)

pero tambien

= J’P\()u,m) Pin(i,tilvast2)Pin(va, talys, t3)dvz =
=Pi(yi,11) _[P] 11y, 2)Pin(va, t2lys, t3)dva

de donde con P(yi,t1) # 0
Pii(tilys.tz) = _[P] 1.t 02)Pin (v, t2lys, t3)dyv2

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Cadenas de Markov

Sea un espcio muestral discreto.
Y=(nLYynYs.....p1)

El tiempo se mide en unidades de 7 = ¢ = st , con s un
entero.

Entonces para un paso desde
/

Pr@in1) = D Pi0§.00P 1 (). 0bi. 1)
i=1

Toda la informacion respecto de los mecanismos de
transicion A I
parecen en los Pl]l (yj 10|yi J_)

probabilidades de transicion de

aparecen en Py, (v;,0ly;, 1) {un baee

Sea Qji = P11 (y;,0i, 1)
Con’ 0ji=1 (Matriz estocastica)

—_— —_—
De esta forma P(1) = P(0) O

Donde P(s) es un vector / dimensional correspondiente a la
densidad de probabilidad a tiempo s.

Sea el vector P(S) cuyas componentes dan la probabilidad
a tiempo St




P =POQ
P©O=P ¢ 0P ¥, 0.R(:0..]

Py 1D Pu(yy2 1) P Gasys 19
PV 1D Pu(Y2i¥2 1D Puy@,iys (D)

PS)=P(S— 1) 0 =P(0) O

=k
La Matriz Estocastica sera regular si existe k/Q es
positiva
(todos los elementos son > 0)

0= :
P, Y1) P Y. 1) P, Vs 1L =s =
Ve 1) Pu(Vai¥o 1D Py 05y, 1D entonces existe S tal que ) Q* iy
de modo que - M=OM
_ luego paras > S
‘P(O)Ql = Z R & 0P, (visy: D) P(s) = P(S) = P(0) O*SM= P(0) M
: donde
a b ... n
M= a b ... n ..
a b ... n
La solucion de equilibrio sera el punto fijo .
P-Fo o ®

Sea el siguiente proceso

i) dos cajas

ii) 3 bolas rojas y dos blancas

iii) proceso —intercambio una bola
iv) posibles configuraciones




Estados posibles

| 22 ]3]
blancas|| 2+ 0| |1+ 1][{0+2
rojas ||0+3||1+2(]2+1

C; |C2

Matriz de transicion

Q)l] e 0
Q1> = 1 al intercambiar ...
O =0

02 =12-1/3=1/6

Q2 = 1/2+1/3 +1/2 «2/3 = 1/2 (blanca-blanca + roja-roja)
On=1-12-1/6=1/3 (por estocdstica)

051 =0

Q3> = 2/3 (se elige roja con p=1y blanca con 2/3)

0 1 0
o= s 12 13
0 253 173
i 6 12 153 I
0 =| 112 2336 10/36 ’
119 2236 173
Q 01007 05986 0.3005

0.0998 0.6004 0.2998

se sigue multiplicando...

0.1002 05995 0.3002

Tambien se puede tener en cuenta que la solucion de
equilibrio es estacionaria ante multiplicacion por O, luego

(32 = (62,2)0 =

(e3n2) = (Enx+ 3y + 220, [4y + 12

‘ Por ser estocastica tambien se cumple x + y +z = 1
de donde

X=4y;y=x+gy+Iziz=1y+4z
de donde

y=06x

z= %%6.\‘;:: 3x

luego 6x +3x+x=1= x=1/10

Entonces la solucion estacionaria es

cp.z) = (==, & 3
('\%‘*—) S 10°10° m) ‘

Otra forma de ver lo anterior es:

Es interesante ver lo siguiente

Si comenzamos con un vector de estado arbitrario P(0) y
queremos calcular su evolucion temporal luego de s pasos

encontramos que:
- - =s
P(s) = P(0) O

k
Supongamos ahora que para k < s se cumple que Q0 =M

con QM=M entonces M es

a 14

B
M= By




Entonces 7"(s) = 7"(0) M sera tal que
Pi(s) = a(P1(0) + P2(0) +..,.+Pi(0)) =«
y asi sucesivamente, esta’es la solucion de equilibrio.

Al ser un vector de probabilidad genuino esta normalizado a 1

Solucidon General

Solucion General

1) Py (m|n,s) densidad de proba condicional
2) Pi(n) =Z Pi(m)P ) (m|n,s)

m

3) > Pui(mlngs) =1

n

4)  Pu(mln,s) =y, Pui(mlk,s — 1)Pii(kin, 1)
k

Autovalores de Q

det|Q — All= 0

Q es en general no simetrica

Planteamos autovalores a derecha e izquierda

AiXim = E XinQnm
n

Aymi = z Qmnyni
"

_Propiedades

1) 1; no es necesariamente real (no es simétrica)

2) Los autovectores a derecha e izquierda son
ortogonales




Ortogonalidad

a) a partir de las ecuaciones planteadas previamente,
Aixim = 3, XinOum Avm = 22, Omayni

multiplicando aa primera por y,, a derecha y/la segunda
por x;, a izquierda y~sumando sobre »n

a) AiXimVmj = E XinQnmY mj
n
b) AiXimYmj = z XimQ mnYnj

n

de donde sumando c¢/u sobre m

a) /~i§ XimYVmj = E ¢ an}"m/
m

nm

a) i E XimVmj = E XinQmY mi

m nm

b P W ,
) Aj D XimYmj = XimQmnynj

n L

y restando m.a.m.
‘ (i = 2) D Ximpwj = 0 ‘
m

como vale Vi,jli +j =

E Ximymj = 0

m

b) Sea

_1' -
4= Z 327 Desarrollo en términos
i

del autovector
Zuixm

7

Sea la componente n

Si ahora multiplicamos 4, por y,; a derecha y sumamos
sobre n

E Apynj = E E AiXinYnj = E aj E XinVnj = dj
n ! ! n

n

donde usamos el resultado previo

ahora _

Entonces - o ™
N N

/ S\

N/

Ay = Zu,xm = Z 2/1/\)’/” Xin = ZAA ZA"A:X"”
i i k k i

de donde

> viixim = 8(n,k) , para recuperar 4, = A,

Propiedades de los autovalores

1) <1

Pues.. | AjVmi :E QY mj

tomando modulo a ambos lados




il = | D Oy | < X Ol

de donde si C es el maximo y,,

JC<CY Om = |2 <1

m

2) A = 1 es siempre autovalor

Tomamos primero los autovectores a "izquierda". Que
satisface la siguiente relacion

AiXim = z XinQum

]

(?E‘tiene autovalor 1 debe cumplir

Xim = E XinQnm
"

pero

Pi(n) = ZPl(m)}ﬂ 1(m|n,s) = ZPl(/n)Q’,‘,',,,

m

tomando s = 1

Pi(n) = Zﬁ(ﬂl)()um (ojo, los indices

' estdn intercambiados

y ya esta.

Sea ahora el correspondiente problema para el autovector

erecha"

Aiyni = E Omny ni

tomando y = (1,1,1,...)

A=Y Om=1

Solucion General ‘

AiXim = E XinQnm

AiyiXim = E ViiXinQmm
n

E AiYkiXim = z E YiiXinQum = E z ViiXin |Omn
i B i

n

Tomando en cuenta las condiciones de ortogonalidad

E ViiXim = Okm = E AykiXim = Qkm
i




Dada esta expresion para Q. es inmediato ver que

(0), = X riviixim

Sea por ejemplo

2 AiXin = Okm
Zm QunQmn = Z,,, Z,' /RLI,"'/W\‘HH Z/ /1/'1’,,,,,\*,,,
= 20,20 Aidivi 20, XimV miXn
= Z/ Z, Ridyki® iiXjn
=D, ATyuixin

Y asi sucesivamente

Entonces—

Dada esta expresion para Q. es inmediato ver que

(0), = X riviixim

Como las matrices regulares tienen un unico autovalor 1,
entonces (lo separo en las suma)

——
Pin(mln,s) = ymxi, +§ ALY miXjn

[N

~
~

En el limite de s — « e

Usando resultados previos para 2 = 1 (es deciry, = 1y
Xin = Pi(n))

lim Py (min,s) = Pi(n)

Metropolis

Un momento de reflexién :
Que es calcular un valor medio canénico?

Si pudiese generar N Configuraciones del sistema bajo estudio, con
N -y que aparezcan con una frecuencia segun

exppe(i)

PO =S expt i)

Si la realizacién de la Cadena de Markov asociada genera una
secuencia de Ny, estados . .
con frecuencias p(i)

Entonces el valor medio serd

(0) = X0 pl) = X0l

10



Metodo de Metropolis Monte Carlo

Sistema bajo estudio Problema_general
Sea un sistema de N moleculas
Confinadas en un volumen V'

A la temperatura 7’

Caracterizado por un H

H:Z%+le,;:7+lj

1N
isj

Queremos generar
Una cadena de Markov
Con probabilidades constantes de transicion

Los estados seran los puntos en el espacio 3N-dimensional
de configuraciones del sistema

Discretizacion (de ser necesario)

Supondremos que subdividimos el volumen 7 en un
numero suficientemente grande de celdas (S) de modo de
poder pensar el problema en terminos de cadenas
discretas de markov.

El estado del sistema a "paso n" del desarrollo de la
cadena viene dado por un entero.

De esta forma k = 1,2,...,S especifican el estado del
sistema

Otras variables relevantes como ser U se denotaran como
U

Los sucesivos estados que "visitara" el sistema tendran
asociado "un tiempo", sin embargo recordar que no hay
"tiempo fisico" involucrado en el célculo.

Que son los “pasos de la cadena"?
Para ISING - generacion de distintos configuraciones de spines

Para Lennard Jones - distintas configuraciones espaciales (el momento
se factoriza)

Propiedades deseadas en la Cadena
de Markov

Queremos que cada estado k aparezca en la cadena

(asintoticamente) con una frecuencia|proporcionallal Factor

de Boltzmann
exp(=pU)

Si esto se logra, el promedio de toda funcién en el espacio
de configuraciones, donde cada ocurrencia de cada estado
tiene el mismo peso , convergera al promedio canonico.

Una cadena de Markov viene definida por probabilidades
de transicion de 1 paso, que redefinimos por comodidad

Pin(vistilya,t2) = pi2

las pj; seran independientes del tiempo (del paso de la
cadena)

11



Satisfacen Z:ﬁlm =1,V

Propiedades de los estados de las
cadenas de Markov

(una posible clasificacion porque hay muchos "nombres")

Sean las probabilidades de primer pasaje

»
fi' =P = $pyi1 % Spy Yimt # 8jVin = 57)

Y7
/

-
_fl,m =Py = s,y * SjyeesVinnl F SilVin = S/)

Que satisfacen

o —
fiJ' !

n
(n+1) — (n+1) _ (r) #(n-r+1)
fu - pu z flJ 1

r=1

a) Tiempo medio de recurrencia

-
mj = E il

n=1

o fnm)
|
n1 i

con la condicion )"

b) Estados recurrentes
i es recurrente si

{n)
YA =1
n=1

simj; < o« se llaman positivos
sim;; = o se llaman nulos

sip”’ + 0 solo para n = ad (con a entero) se llaman

periodicos
son aperiodicos sid = 1

dados dos estados s, y s; , si se cumple
=

(m)

P * 0 ypff” +0

Son mutualmente accesibles y entonces pertenecen a la
misma clase

Una cadena cuyos estados pertenecen a la misma clase es
irreducible

el grafo asociado es conexo

Se cumple que los estados que pertenecen a la misma
clase

cumplen uﬁ@de estas condiciones
son todos no recurrentes
son todos positivos

son todos nulos

12



Sea una cadena irreducible, finita, con todos sus estados

aperiodicos Cadena ergodica

Para una cadena ergodica

. (m _
limpy” =7, Vk

el limite existe y es independiente de ;.

ademas
Tk > 0 B Yk

y se cumple

Tk = my

y tambien se cumple que {r;} es el unico conjunto de
numeros que satisface
Y-
k

s
T = Zn;p,A , Vk
i1

Queremos calcular (sistema discreto) [trabajamos en el candnico]

o = 2./(s) exp(-BE(s))
2 exp(-BE(s))

Como queremos (sabemos) cual es el estado asintético del
sistema (caracterizado por la probabilidad Canonica)

exp(=BL(s))
> exp(—BE(s))
Esta 7(s) no se conoce pues necesitamos Y_ exp(—BE(s))

que en general es desconocida (si la conociesemos ya esta
resuelto el problemal)

n(s) =

Debemos construir las probabilidades de transiciéon
adecuadas.

Se invierte el problema usual, en vez de obtener la
distribucion asintética a partir de las probabilidades de
transicion ...

A tal fin reemplazamos la ultima condicion por la (mas
fuerte) de reversibilidad microscoépica:

s
Ty = Zﬂ',‘[),} = TPki = TipPik

RS -\

13



Pues entonces

z TkPki = E Tip ik
i i
Tk E Pki = Tk = E Tipik
i i

Luego si esta ultima condicion se cumple, junto con la de
ergodicidad y la normalizacién la cadena converge a donde
queremos.

Estas ecuaciones no determinan una Unica pj

Metropolis et. al. Proponen:

Sea P* una cadena de Markov simetrica que satisface

2,pi=1 ‘ Pij = Pj;
(cadena subyacente seleccionadora de posibles pasos)
Metropolis, Rsenbluth y Teller proponen :

p;=0

pij = lyl‘l s|;_ > 1 (el estado final es mas probable)|
7, "
= Piw si 7 <1

Observar que se pueden aceptar transiciones a estados
menos probables

Sea
a) Z; la suma sobre todos los; = i tales que -

b) 2; es la suma sobre j tales que 7 < 10seaalos menos )
probables —

Sea

A 0seaque nosalgadei

Ly =

entonces usando

pi = 1‘2;’1)3 _Z;p;fz_.

Pi= 1“2{;’])"} _z;plj e
-1-[1-pi- X ]- Lok

De donde

L7k

pi=pi+ 2 pj(1- 20

Entonces calculamos:

vy = |:p£ + Y il - %)} + [Zp;(%)} + |:Ep{,}
J J J

J

14



repitiendo

e |:p.:- + 21—
J J /

que es

que cumple entonces:

Zp{-, =17}+Z}J§,+ZP§ =1
i J

y por lo tanto es una matriz estocastica

‘Z]p_z, = [proba de no salir de 1]~ [proba de ir a uno menos probatle ...

Estudiamas ahora la microreversibilidad de la cadena

1)Sean;: =x;
Entonces p; = p; = p; = ps , luego

Tipy = Tjpji

2)Sean; > u;

2 entonces

Tipi = Ajpji

3) Sear; < x;, se demuestra del mismo modo

Entonces como Z/py =1, resulta

Z/Ts}).z'y = E@P;i =7 EPJ: =1I;

Para el caso de la distribucion de Boltzmann

exp(-PE(s;))

o > exp-pE(s) exp(—BE(s;))

i " exp(-BE(s)))

exp(—BE(s1)
> expt-pE(s)
y por lo tanto eliminamos " exp(—BE(s)).

IS

Finalmente:

p; =0 Z,.p,’, =B Pii

=p;

Metropolis, Rsenbluth y Teller proponen :

Pi

y2 siz- > 1

= pie si = < 1

T

Con

exp(-BELs)))

r; Z exp(—PE(s)) exp(—pE(s)))
T exp(—BE(s:)) -

__SXpCPEG)) exp(—PE(s:))
Z exp(-BE(s))

15



Cuestiones varias:

a) Los valores medios se construyen promediando sobre configuraciones
no correlacionadas

b) Cuan grandes son las fluctuaciones
¢) Andlisis de las correlaciones entre estados
d) Ruptura de situaciones no ergodicas (sorensen-wang)

e) Extensién a otros ensembles

Condiciones Periodicas de Contorno

o [¢] [¢)
(0] (e] o
O o (¢]
L) L
n [€] €] O
(@] @] O
° O]! Ob o
[€] €] [©)
O (¢] [¢]
® Oi! Olg ©

Fic. 1. The periodic boundary condition in two dimensions.
“The central square represents the fundamental Monte Carlo cell,
the others are replicas of it. One of the molecules in the funda’
mental cell and its eight images are shown as solid circles

ATENCION !

ScienceDirect NuCLEAR

ot FHYSTES [N

ELSEVIER Nuclear Physics A 923 (2014)31-50

wwwelsevier.com/locate/nuclphysa

Simulations of cold nuclear matter
at sub-saturation densities

P.A. Giménez Molinelli *, J.I. Nichols *, J.A. L6pez ", C.O. Dorso*

Fisca, . Universidad de
CONICET, Ciudad Universtaria, Buenos Airs 1425, Argenina
® Deparmmen of Physic. Universiy of Tecas at E1 Paso, L Paso, TX 79965, USA

Fig. 11. (Color online.) Structures obtained with a Lennard-Jones potential.

Vi) :46[(%)‘2* (%)6]
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Fig. 13. Surface area of various simple shapes as a function of volume fraction for a cell of L = 30. The shapes are:

spherical drop (full squares), cylindrical rod (full circles), slab (full triangles), cylindrical bubble (empty circles) and
spherical bubble (empty squares).

s an (2 o 2

sphere =47 | ) xut x L7,
1 1 2

Sod = 2(m)3 xu3 x L=,

Seap=2x L.

Vip(r) = V, [exp(—pirr)/r — expl—pupre)/re]
— Valexp(—par)/r —exp(—pare) frc].
Van(r) = Vo[exp(—por) /r — exp(—pore) /re],

Uniform Phase

Energy (ev)
3

Pasta Phase

o 0.04 0.08 012 0.16 0.20 0.24
Density (fm™3)

Fig. 1. Binding energy per nuclcon for systems obtained with the Pandharipande medium potential with simple cu-
bic (B1), body centered cubic (B2) and diamond (B3) crystal lattices, and using molecular dynamics (CMD) at
T =0.001 McV (CMD). The structures corresponding to the four labeled points ((a) through (d)) are shown in Fig. 2.
Notice that around saturation density the CMD results agree with those of the simple cubic lattice.

. 14. (Color online.) Comparison of structures for the Pandharipande medium potential with A = 1728 (top r{
A = 4096 (bottom row) for densities p = 0.04 fm 3 (panels (a) and (d)), p = 0.08 fm— (panels (b) and (e))
0.1 fm ™ (panels (c) and (1)),

Condiciones periddicas de contorno no aseguran

simulacién de sistema infinito
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Vap(r) = Vi [exp(—p,r)/r — exp(—ptrre)/re]

Sin embargo , con coulomb...
— Va[exp(—par)/r — exp(—pare)/re].

Van(r) = Vo[exp(—puor)/r — exp(—pore) /rc].

2

/3,

VE () = ET exp(—
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Un calculito con MMC

(mi primer calculito de MMC)

Volume 188, number 3 PHYSICSLETTERS B

CLASSICAL SIMULATION OF THE FERMI GAS

Claudio DORSO, Sergio DUARTE ' and Jergen RANDRUP
Nuclear Science Division, Lawrence Berkeley Laboratory, University of California, Berkeley, CA 94720, USA

16 April 1987

El potencial de Pauli

Métrica en T space

st=phipi+aliqf .

¥ip, q)
= VG(anE.) _Dlze _puzp;,(znq%) _Dile _qwzqghb

=Volhilpoge) e~ (1)

Momentum
. B

=

-3 _-—
0 -6 -2 2 1 10
Position

Fig. 2. Two-body collision. For the interesting part of phase space,
the figure shows the trajectories of two particles as they approach
cach other head-on from a large distance, interact via our stan-
dard Pauli potential [the gaussian form (11) with the paramecters
given in (26)), and ultimately reseparate. The position is in units
of fm and the momentum is in units of MeV x 10~ ™ s/fm.
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Fig. 3, Mean kinetic energy. The figure shows the mean kinetic
<cnergy as a function of the temperature, for three different den-
sities charaeterized by the Fermi kinetic energies Tr=18.5, 37,
74 MeV. The dashed curves are the exact Fermi-gas values. The
Tesults obtained from the Metropolis calculation with our stan-
dard Pauli potential (11) are shown as shaded bands, whose
widths correspond to the associated statistical error,
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Fig. 4. Phase-space occupancy. The

he
units Of MeV 10~ g/fm), for four different values of the temperature.

& ®
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] 2
Momentum

/" as a function of

histograms are calculated with our standard Pauli potential (11).
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(n
Ihe dashed curves are the exact Fermi-gas values, while the.

Metropolis Monte Carlos - Ising

Para estudiar el Ising recordamos que el Hamiltoniano de

este sistema es

Podemos calcular

_XE)
C==7

N B 5 X
C= oz (E)- &)

Del mismo modo para la suceptibilidad

Recordemos que

Microcanonico — sistemas con una energia dada

Canonico— sistemas con muchas energias
como fluctua la energia en Canonico?

I dpdgHePH

U=(H)=
Idpdqe’/”"

[ dpdq(U7 - Hye P

[dpdgert - .[dpdq(U = H)e Pt
U

o sea (U -H) =0, trabajando con la derivada %
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p

C,

PeroA(V.T)-T< = U

U+ [ dpdq(v - H)s”/’(H"“>|:—[HQ7,q) —A(V.

T)}+ﬁg‘?}|v:| -0

er

a 3
Qg + J‘ dpdg(U — H)e-PH-N [—H(p,q) +A(WV,T) - TA } -0

aU _2,-BH-A) _ o OU
7 +J'dpdq<u H)2e 0=

[o3](s5)

+((U=-H)) =

donde (U= H)?) = (U?) = 2UH) + (H?) = —(H* + (H?)
luego —(H)? + (H?) = U = k12 scongl = iy

‘ (H?) = (HY = kT2Cy ‘

(Hy = N, Cv o N = (H2)IN? = (HYIN? = kT2CyIN* = kT2 50 L

‘ ()= () = kT2evL

O sea que

C= b ()= 8))

Del mismo modo para la suceptibilidad

z = lim M)

RENE

x = 2= (0r) - ()

En el caso de MMC las probas de transicion estan dadas
por

Pij = exp(-PAE)

Si pensamos en| "single spin flip"|las posibilidades son las
siguientes
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1] = AE=8e

H
HERRE
1]

[=]<]=]

|| = AE =4

[1]
RENEE
1]

EEE

1]~

||=2aE=0

[=]<]<]

L=

| ‘: AE = —4¢

[<[<]<]

| |=aE= 8

]
BEEEE
4]

Luego conociendo estos casos tengo todas las

|
!
|

probabilidades de MMC

Condiciones periédicas de contorno

+ 0+ |+ - -+
- - - + - - -
e e
I I e A T
+ 0+ - -+ -]+
+ 0+ - -+ -]+
+l+ |+ |+ - -]+

- - + - - -
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Onsager

KTge  2.27

Bethe — Peierls
2.88

Bragg — Williams
4

div. logaritmica pico pico
C= (AE} i1, 7= (&Y.
= (AE) [k, T, 7= (AMY [K,T
‘ Spui b1 Ca
++44¢ —-
Y 5 i " s
(AEY =(E*)-(E) . (AM) ‘ 1
(AF) =(E")-(£) . (aM) Leon »
$4 44 j—
‘ ‘ ‘ =, ln“ = Bragg-Williams
. i
* * b= iﬂ% =288
I f=4
A I kT
i L " o & & €
' CE T e
20 Ising Model: L=20 square lttce, 1000 MG cycles
or 2D Ising Model: L=20 square lattice. 1000 MC cycles
i
el .
-06 - e S [
= -wer =l &f
g =
P / g
/
s /
Pd
16 /
Aas- 7 e T e
+ 4 o5 reduced temperature

5 3
reduced temperature

23



Realizacién practica:

Dimensién tamafio de la red
Acoplamiento  en unidades de kKT~ (e<=kT)
Termalizacion  pasos que no se consideran
Subcadenas

Muestras

Pasos intermedios

K subcadenas
en las que se foman N muestras
Separadas M pasos

Las cadenas se componen de

Total de pasos K*N*M

1 paso es intentar invertir TODOS los spines de la red

PHYSICAL REVIEW VOLUME 184, NUMBER 1 5 AUGUST 1969

Phase Transitions of the Lennard-Jones System*

Jean-Pierre Hansen and Loup Verlet

Laboratoire de Pnynqu Theorique et Hautes Enengies, 91-Orsay, France’
(Recetved 19 February 1969)

S0 as to obtain a faster convergence in the co-
existence region, we force the system into an
artificial single-phase state. In order to do so,
we divide the volume into » cubic cells of equal
size and we require the number of particles in
each cell to vary only between (n)~ on and (n)

«+Bn. Here (n)=864/v is the average number of
particles per cell and on is a fixed number. Prac-
tically this constraint is realized in the following
manner: At each Monte Carlo move, we ask if
the particle under consideration tries to move
outside of its cell. Should it do so, the move is
prevented if it violates the constraint. The con-
straint parameters v and 6n are at our disposal.
» ‘They must be chosen in such a way as to prevent

57 o - the phase separation as well as possible with-
out affecting the thermodynamical properties of the
system in the physical, one-phase region.

il 3 v de Wasls oo £ e coll-model ot
e an sngl ot eromd the
o

2 E K
FIG. 3. Coexistence curve for the Lennard-Jones
FI0. 2. Reduced pressurs varma rediced density system (temperatures and densities 1n reduced units).
‘The solid line gives our theoretical results. The broken
lne give th exprtmental argon laud-gas coeiatence
line taken from Michels et al. " The o
pertmentl argon melng dtstken e wtzeurg
and stryland, * the cros
data taken from Crawford and Dantels.? The trilngles
indicate the erystallization densities according to the
“law” stating that crystallisation occurs whenever
.75) the transition density for the Sthy reaches the value 2.5

for the “homogenized” fluid at the reduced temperature
.75

peratures (

PHYSICAL REVIEW VOLUME 165, NUMBER 1 S JANUARY 1068

Computer “Experiments” on Classical Fluids.
I Equilibrium Correlation Functions*
Lovr Verrert

Belfer Gradusie Schoolof Science, Veshiva Unisersity, New York, New York
(Received 21 July 1967)

i N 1o, 2. Correlation function 4(r) =g(r)—1 as a function of r for

o, 1. The pair disribution function £4) 8o tuncton of ¢ for 88 an dﬂ =085, Moletuin dymamics. PY equa.
T=lis d =04 Sold ins vl obuained boh from mo: T ok given by B O
eclar dymarics and Trom he P 1 cauation: Dashed oe: B
cquation.” S AT Coppersmith and . Brou, . Chem, Phys. 130, 2559
X (1963); e, . Mot P, 28Tl 1. 1. Lo
L. Verlet and D. Levesque, Physica (to be published). S Tk e
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PHYSICAL REVIEW VOLUME 150, NUMBER 1 5 JULY 1967

Computer “Experiments” on Classical Fluids. I. Thermodynamical
operties of Lennard-Jones Molecules*
Loue Verwert
Belfer Graduate Schoolof Science, Veskiva University, Nex
(Reccived 30 January 1967) I3

Te274
s
Tel35
1
n M L
T2 3 4 5 6 J1 % P

Fio. 2. For the isotherms T
represented as a function of . The lo
were obtained with the help of the

PY I equations
g results of Ci

Efecto aumentar el numero de pasos en MMC

I c
(Refs. 1, 13). The dots are the experimental results in argon
(Refs. 10-12).

Sea W(a,n) la probabilidad con que la configuracion o aparece en el
paso n de la simulacion de Monte Carlo

Sea p, la probabilidad termodinamica de la configuracion «

La diferencia entre ambas es|D, = 3 IW(a.n) - pal
De donde

Dpa = ZﬂlW((Ln +1) = pal

usando que W(a,n+ 1) = Za, W(a'.n)p,,

Dur = XI5,

W(a',m)p o = P \

usando que 3. PaPuy’ = Pa Doy Pua = P
Dut = X, | T, W@ mpwe = popa ]| |

Luego

‘Dm = W n) = palpaa | ‘

De donde
Dy = ZW,WV(G(",R) =Pa'lPaa

Dy = ZM,WV(a’,n) =P Poa
k\

Dot <3 W (' n) = pl

Dyt < Dy
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Correlaciones

Al generar la configuracion a paso n + 1 haciendo un cierto numero
de cambios sobre la configuracion a paso n es probable que las
mismas resulten altamente correlacionadas

Una forma de decidir a que paso puedo realizar una medicion de
una cierta variable X sin que la misma este contaminada por la
nombrada correlacion es mediante el calculo de la funcion de
autocorrelacion

Ko X ) = Koy)”

Cxx(k) =
e )

donde X, es el valor de X en la configuracion «; a paso j y esta
difinido tal que Cxx(0) = 1

Los valores medios se calculan a lo largo de una dada trayectoria
en el espacio de las configuraciones

k
|
KeXop) =+ D XaXa,
k'=1

Camino aleatorio y la ecuacion de difusion

Sea un camino aleatorio unidimensional

Pi(nal,st) = ZPl(ml, (s = D)Pin(ml (s — 1)tnal,st)

n

como tenemos que las probabilidades de salto a derecha e
izquierda son iguales (involucran un salto de longitud I)

Donde debe estar para quyse pueda dar el salto?
¥

‘Pl (il (s = Drlnalyst) = Va0 (na — (m + 1)) + %0(na —(n1 = 1)
Con lo cual quedara:
‘Pl(ner) = VP (1= DI, (s — 1)7) + %P1((n + DL, (s — D7) ‘

Restando de ambos lados
div. Por T
Lo cual puede ser reescrito como:
Py(nlst)-Py(nl(s-D)7) _
S P D0 -
Pi((n=DL(s=DD)+P ((n+DL(s=1)1)-2P (nl.(s-1)7)

2
£ [ PO DEG- DO ((re DI (s~ 1)0)-2P (nl(s-1)r) (Mul‘r,ydiv
2 ? 9 por 12
LP

Tomemos en cuenta que:

Sea ahora una funcion Ax) ; Ax) = fo +x7 + &f" +... ‘

Desarrollamos alrededor de 0

enx=0xh
AEh) = fo 2 hf + Lof' & Lf”
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SEh) = fot bf + Lef" £ 2f"

Si ahora hacemos f{i) — f(—h)
obtenendremos

¢ _ ffh B g
f = T) - Tf + 0(/74)

[3 f (h)-f (-h)=2nf '+2%|3 f}

Del mismo modo podemos hacer /(1) + f{—h) para obtener
fUn) = 2/0) + fi=h) = 2f" + O(h*)
fUh)-20)+f—h)

W

e donde /" ~

O sea que la expresion encontrada enteriormente es una
derivada segunda y una primera.

Py(nlst)-Pi(nl(s-1)1) _
- =

_ L[ P ((n=DL(s=D2)+P ((n+ DL (s=1)1)-2P (nl(s—1)1) ]

2t e

Sea ahorax =nl;t = st ;D = [%/2t , reescribimos
OPi (e _ D5zli1(;¥,f)
ot OX~.

Esto se llama ecuacion defc;kker-Plané\l()

Sea la condicion inicial P (x,0) = 6(x) (Dirac)
Sea Pi(k1) = [ dxPi(x.1) e (Fourier)

la Ecuacion de FP queda

SAkD _ _prep (ko
ot

Que se resuelve para dar
Pi(k,t) = de PR

con A=1 por normalizacion

Entonces
Pixt) = =& " dke-DRt gk — 1 wann
' = JixDr

Que ya lo conocemos

Ecuacion Maestra

Queremos calcular la ecuacion de evolucion temporal para
la densidad de probabilidad de un cuerpo

dPy(.1) _ lim Pi(y,t+1) = Pi(3,1)
dt 70 T

Recordemos que

Pi(y2,12) = J.PI(VIJI)PI 101 tily2, 12)dn

En la que aparecen las probabilidades de transicion.
a tiempo 1, = #; + v, adopta la forma
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Py, +1) = JPIU‘I.FQFH (v, filya,t + ri/?{u )
y llamamos 1, — 1 B (tt+ 1) //
/
Al reescribir la derivada /// /
dPt) i PLyiOP iyt dvy II’\((\‘]J}/’] L0y
—— = lmy -
osea

LWL P Oy t)=P g (o) vy

dPy(y2,t) .
—2 = lim,g -

dt

dPi(y24) ( , . [P iy t) =Py ,
-~ JP[U].)’){IHTI; W dyy

El termino a estudiar es

3 [Py 1ty t)-P g v tvadd)
lim, T -

para lo cual expandimos Py (y1.1ya.7 + 7) con la condicion
de contorno que se debe conservar la normalizacion
| Py tys i+ 1)dys = 1

El desarrollo resultante es
P|‘](l‘b,f\_\‘1.f+ T) % P1s|('\‘|,f{1‘3qf) + TW{(}‘»,_\'})
—t[dyWi(y1. )01 - )

Donde
WW(1,02) = M es |a proba de transicion
por unidad de tiempo
2P,y t) = 8(y1 - v2)
3)-t[dyl(v1,1)3(r) - y2) es el termino que
asegura |a conservacion de la norma.

Esto puede ser reescrito

Pin(vistya,t+1) = [1 - rJ'dyW/(m.A\')] o1 —y2) +Wi(y1,»2)

i)r_[c/yW, (v1,y) es la proba de transicion de y; a
cualesquiera otro estado en tiempo

esas transiciones en tiempo ¢

ii) entonces [ 1 - 7 [dyI.(v1.y) ] es la proba de que no haga

iil)t,(v1,y2) es la proba de hacer la transicion y; — v, en

eltiempoty — 11+ 1
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Cuando reemplazamos esto en la ecuacion original
I/’l(.\‘w/f[/': 1ttty @(J‘N@?Jtll't

dP\(v2.1) .
—= =lim;y -

dr

. a 2
\ (st —us ALY/ TH N
) Il’;(_\.J, [I rJ J_\H,'\\H)Jn(u \;;-rll,gu._\, \\n(_\, _\;)]u_u

= lim; . -

4P\ (2 Py(y) rJ.({rll}(.rhv )0 .\‘_\)H“,(.1‘\._\'_\)]<(l|

) BT
= =1lim; -

L~ [Py [0 -3+ Hi102) e

L = [Py, 1,y
= [y Pr i OWip1, )01 = 2y

Finalmente

L = [Py O 1y2)dys = [dPy (o2, (0.)

dt

LD = [y, O 1, p2)dyt = Prlyt) | dvW )

[

T
Algo sobre La ecuacion Maestra
MT” = (PO ry2)dn = Pr(ya, ) [ dyW(r2,) Adoptamos la siguiente notacion
\ N ) ,
// / % = Zm'\r”/uul}]m(f) - ”/mnpn(r)}
{
| / / Sea _ PRVRICELIC LG
yanansi /// perdida / ‘ W'mu = an - 5/11)1 Zm Wmn
/ |
/ . —
/ | De estaformap, (1) = Y. Wunpulr)

= | | =
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Suponemos que existe la solucion p¢ (solucion) de
equilibrio estacionaria con p, > 0 .

Sea una funcion convexa arbitraria f{x)
con0<x<w fx)>0:/(x)>0 *

Sea ahora la cantidad #
H) = 3, pifl =) = ¥, piflxy)
T~ AN

Se ve que H(1) > 0

Lll!% = Z,m,f (-\‘n)(Wm.u[)m([) - Wmul’u(f))
usando que los indices son mudos

= Zm” ;'\Vm.u/j;;z (xu/ (xll) - xnzf (—‘ﬁn)/)
- ~ _

Sea ahora una secuencia de numeros a, —

an an[);;,((lu - (I”,) = O
pues

Z,m‘ Wnnpiutin = Z”auzm Wonnply = Z” anpy

j y lo mismo para m y asi se verifica

~

(indices mudos)

Sean ahora los numeros a, = f{x,) - x,f (1)

Entonces

Zrm; ”"/n,up;;;((/‘(v\'n) 7-\'/1f: (-\'n)) - (f(-\'rn) - v\'vnf (-\-m))) =0
7

Sumando miembro a miembro con

) ¢ ',‘ dH (t
an Wm‘up‘m(xuzf (-Yil) *-\'n(f (xm)) :#

para obtener
an ”,rn.npﬁy(ﬂ»\.n) * (~\-r1 —Xm )/“ (~\An) _f(x/n)) = AH}%

Zum Wm.up;;((ﬂ-\‘n) + («\'n —Xm )f (*\.H) __f(xm)) = ﬂ

di

X, Xn

dll(t) .
se ve que <= < 0 =siempre decrece
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