DNL/MCA 2020
Practica 17/04/2020

Orador hoy: Santiago Boari



Un poco de vocabulario (l)

e Sistema dinamico: conjunto de reglas que prescriben la evoluciéon temporal de un problema (para

nosotros seran Ecuaciones Diferenciales Ordinarias u ODEs)

* La dimensionalidad del sistema viene dada por la cantidad de ecuaciones que rijan la dindmica

del problema.

.. . . . dx
* Nos concentraremos principalmente en sistemas autonomos x = P f(x) (no dependen

explicitamente del tiempo)
* f(x) eslo que llamamos un campo vector.

» Una trayectoria es una solucién del tipo x(t) (@(t) en el caso del flujo en el circulo).



Un poco de vocabulario (I1)

Espacio de fases: es el espacio constituido por las variables dinamicas que describen el sistema.

Tiene, por lo tanto, la misma dimensionalidad que el sistema dinamico en cuestion .

Retratos de fase: una manera de representar varias trayectorias representativas de los distintos
comportamientos encontrados en el espacio de fases para un sistema dado (y con un cierto

conjunto de parametros, como veremos mas adelante).
Punto fijo (x*): en el cual x = f(x*) = 0.

Si la condicién inicial es x(0) = x*, la Unica evolucidén temporal posible seria permanecer en ese

punto fijo Vt > 0.



Isis de sistemas autonomos en 1D

Ana

* En la materia, desarrollaremos (entre otras cosas) formas de analizar el comportamiento de
trayectorias sin resolver las ecuaciones. Es decir, sin llegar a una solucion analitica.
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Isis de sistemas autonomos en 1D
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Ana

k=0 =) 2

* Los puntos fijos separan regiones

en las que f(x)>0 y f(x)<O. )
X 0

* Esto da la direccion del flujo 05!

(flechas naranjas)

* ¢Qué pasa en términos de la estabilidad de los o1

puntos fijos? -2
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Analisis de sistemas autonomos en 1D

c k== () 2

* Los puntos fijos separan regiones
en las que f(x)>0 vy f(x)<O.

(L

* Esto da la direccion del flujo =
Si f(x) > 0,x > 0y x crece. "
Si f(x) < 0,x < 0y x decrece. e

* ¢Qué pasa con la estabilidad de los
puntos fijos?
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Estabilidad lineal

* La estabilidad de un punto fijo también puede evaluarse de manera analitica,
evaluando la derivada del campo vector en cada punto fijo.
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* Si f'(x*) > 0 el punto fijo serd inestable.
* Si f'(x*) < 0 el punto fijo sera estable. '*'
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PAUSA/CONSULTAS+vamos al pizarron en vivo

1. Analice las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden graficamente. Primero grafique el campo
vector. Luego encuentre todos los puntos fijos, clasifique su estabilidad, y realice graficos de la trayec-
toria (z(t)) para distintas condiciones iniciales. Grafique alguna de estas trayectorias en el espacio de
fases (i.e. el retrato de fases). Luego intente algunos minutos obtener la solucién analitica para z(t);
si no resulta, no se amargue porque en varios casos es imposible resolver la ecuacion en forma cerrada.
Compruebe que las soluciones posibles para estos sistemas son de forma similar: o se aproximan a un

valor o se alejan del mismo.

(a) & = ax (sistema lineal en 1D, note el conjunto de soluciones acotada que presenta este sistema)
(b) (*) & = 42% — 16
(Y& =2 —2°

(d) @ =140.5cosx

(*) & = e* — cosx (truco: grafique e” y cosz en el mismo grafico y busque las intersecciones.
No se pueden encontrar los puntos fijos analiticamente, pero si puede explicar el comportamiento
cualitativo)

(f) t =1—2cosx

)
)
c)
)
)
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PAUSA/CONSULTAS+vamos al pizarron en vivo

(@A)x =x—x3=x(1—-x%) =x(1—x)(1+ x). Esto nos da
3 puntos fijos,x* = —1,x* = 0y x* = 1, con dos puntos
fijos estables y uno inestable en el medio.

La estabilidad, analiticamente:
f'(x) =1 —3x?

-f'(x*=-1)=1-3=-2<0, loque nos da un punto
fijo estable.

-f'(x*=0) =1 > 0, lo que nos da un punto fijo inestable.

-f'(x*=1)=1-3=-2<0, loque nos da otro punto
fijo estable.




PAUSA/CONSULTAS+vamos al pizarron en vivo

3. (*) El crecimiento de los tumores cancerigenos puede ser modelado mediante la ley de Gompertz
N = —aNIn(bN), donde N(t) es proporcional al nimero de células en el tumor y a,b > 0 son
parametros.

(a) Interprete a y b biolégicamente.

(b) Dibuje el campo vector y grafique N(t) para varias condiciones iniciales.
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PAUSA/CONSULTAS+vamos al pizarron en vivo

N = —aNIn(bN), con a,b > 0y N(t) la evolucion temporal de cantidad de células en un tumor.

(a) Antes de dibujar, analicemos la estabilidad de N* =

1/b. Para esto, analizamos Z—x, la derivada de N
respecto a N.
AN

b
= —aln(bN) — aNb—N = —aln(bN) —a =

— a(In(bn) + 1). Si evaluamos esta expresion en

N* =1/b, obtenemos Z—x = —a. Como a > 0, esto

nos da un punto fijo estable.

& | | | | | Los parametros a y b dan estan relacionados con la
0 | 2 3 4 5 6 tasa de crecimiento del tumor y el tamano final y
X estable al que tiende el tumor, respectivamente,
como veremos a continuacion




