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Matrices:

Una matriz de m x 0 es un arreglo de numeros dispuesto en m filas y n columnas.

1 2 . n o _
1 aii a9 o w A1n
2| a2 a9 . = s aon,
3 asq aso . e asn
m _am1 aAm2 ... a,mn_

Una matriz es cuadrada si tiene el mismo numero de filas y columnas.

Las matrices se usan para un montén de cosas. Seguramente las usaron para
resolver sistemas de ecuaciones lineales.



Matrices:

Las matrices vienen con una definicion usual de suma (de matrices) y de
multiplicacion (de matrices).

Suma:

13 —1 6 2 0\ (75 -1
54 0) " \21 42/ \140 2

Multiplicacion por un escalar (un numero):

(13 -1y _ (26 -2
54 0 ) \108 0




Matrices:

La multiplicacion de matrices es mas manosa, hasta que la conocemos:
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B3x2 - C3x2
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3 2 1 2 4 C11
I 2 3)x 1 0= |
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=32+ 21 + 13=11
€y =12+ 11 + 33=12
f =024 20 ¥ 23S B
ciz=31+ 20+ 12= 5
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Matrices:

Producto de matrices:

e No es conmutativo: AB no necesariamente es BA (puede que lo sea, pero no
pasa siempre)

e Es asociativo: ABC = (AB) C=A(BC)



Matrices:

Algunas matrices con nombre:

Si la multiplicamos por un vector (una
matriz de una columna)

Identidad 1 00 100 V1 U1
010 010 [wv] =[w

001 001/ \uvs vy

Matriz diagonal (L () () a U 0 U1 avy
0 b 0 0 b 0 v | = | by

00 c 00 c Vg CU3



Matrices:

Se define la matriz transpuesta a la que viene de cambiar las filas por las

columnas: |
1o\’

2] = (55 )
—2 -5 S



Matriz inversa:

Dada una matriz M, su matriz inversa es la que al multiplicarla con M da la
identidad.

MM *t*=M"1'M=1,

Observaciones:

e SoOlo las matrices cuadradas son invertibles
e No todas las matrices cuadradas tienen inversa (¢ habra alguna condicion o
caracteristica que nos diga si una matriz es invertible?)



Matriz inversa:

Ejemplo 1 (2x2):






“otra forma”




Siempre podemos chequear!

(1) e

12
9 9
4 1
9 9




Matriz inversa:

En 2x2 tenemos una formula para la inversa (la vamos a usar un monton).

al_fa d] 1 [d-b]_ 1 [d—b
e d  detA|——c a| ad—bc|—c al

Observaciones:

e Una matriz cuadrada (de cualquier tamafo) es invertible si su determinante

no es cero. (Si el determinante es nulo, no existe la inversa)
e El sistema Ax=Db tiene solucion unica para cada b sélo si el determinante de

A no es cero.



Autovalores y autovectores:

e Dada una matriz M, si la multiplico por un vector me da un vector.
e Un autovector es un vector especial. Si multiplico a M por el autovector el
resultado es el mismo autovector “estirado” por un factor: el autovalor.

Mv = Av

Ejemplo:

o (21
= (2 )




Autovectores y autovalores:

Ejemplo: M = (

2 1
I 2

“Aplicar” una matriz a un vector tiene un significado geométrico

p MeZ
1—@ Me:
elﬂl >

Mv = A\v



Autovectores y autovalores:

9 1 Mv = Av
Ejemplo: M = (l 2)

“Aplicar” una matriz a un vector tiene un significado geométrico

o (12) (o) = (i




Autovectores y autovalores:

¢ Como encuentro los autovectores y autovalores?

. 2 1
Ejemplo: A\ =
oo 31~ (2 )

Mv = v
Mv —Av =0

[ (M — \,)v =0 } >

Av =0

Buscamos los
autovectores (v) y los
autovalores (lambda)

Notemos que v=(0,0)
es siempre solucion (se
la llama solucion ftrivial)



Autovectores y autovalores:

¢ Como encuentro los autovectores y autovalores?
Buscamos los

Ejemplo: )M = (2 ‘1) autovectores (v) y los
L 2 autovalores (lambda)

Mv = \v Resulta que el sistema ("Av=0) tiene
soluciones no ftriviales (con v que no sean

Mv — M\ =0 cero) si y solo si el determinante de A es
cero.
Entonces, buscamos los autovalores

E (M — M) v=0 } pidiendo que:
[det(ﬁ[ — ) = o}
Av =0




Autovectores y autovalores:

, Mv = v
¢ Como encuentro los autovectores y autovalores?

. oA (21
Ejemplo: MM = (1 2) Eddu[ — Ay) = 0}

2 — A 1
det( , 2_/\>—0

2—XA*—=1=0

2 a0
AT —dA+3=0 ¢ Y como encuentro los
N 4416 — 12 autovectores?

B 2

Como conclusion, nuestros
autovalores son 3y 1.




_ Mv = Av
Autovectores y autovalores:

; COMo encuentro los autovectores y autovalores? .
¢ - , ‘; ' Y auiov Edet(u — ) = o}

Ejemplo: A\ = ( )
12 E (M — X)v =0 }
2-3 1-0
(1 —0 2 3) v="_
—l J. o _.l. .l. (2 o
1 —1) "1 —1)\w,)

1 1
v, —v,=0=v, =v, =>Vv=cl|
a Yy a Y l -

Mv1




Autovectores y autovalores:
Ejemplo: 7 — (2 1

1 2 ¢ Habra alguna forma de “rotar” mi sistema de
coordenadas para que los autovectores esten
sobre los ejes?

Cambio de base

) Mv1 T_l 3*MV1
> |
- v,
| V2
-1 % | | |
X 1 [Mv1 2 3
1+




Cambio de base:

\'
¢ - 3+ Mv, ——1 347 Vi
Ejemplo: V — 2 1 Y, Me —t 2__M (1 O) B (/\(1 0)
) J. 2 Tte 8 Me: ‘ * 1ay O 3 0 Ab
> 1 \Y/
1 €1 2 3 1 Mv;i L
A VO X L 2T

La transformacién (o matriz) que me lleva al sistema diagonal (los autovectores
son los ejes) es:

“La matriz inversa de la matriz que tiene los autovectores como columnas”
=]
1 1 a1 Ja b 1 [d -b 1 [d -b
/ A — — —_— ¢
I'= (—l 1 c d detA|—c a ad—bc|-c a

1 /1 -1
m-1_ 4
! _‘2(1 l)




Cambio de base:

Ejemplo: M = (‘f ;)

()

A_1_ab‘1_1 d -b] 1
le d| detA|-c al| ad-bec

1 (1 -1
m-1_ =
! _2(1 1)

|

Vv
3 Mv T_l 37rMV
y Me —_— | 10\
N 1, \03) 7
1 e > 3 4 I\/\I/\j;i N
S Vi X B
i —b 71 0.5 —0.5 1
. Vi = o
- ] P Vo5 05 ) \1
- _
T_IVQ _ OL: D 1 _
0.5 D —1




Cambio de base:

31 Mv: 'T_l B_A_MV1

i Me2 ﬁ 27%

) . ¢, Cual sera la matriz B que

te L _Me: E WA

me lleva el transformado de

_! 1 >‘| I 1 | VZ > | |
! § 1V 2 3 -1 Mv:1 > 3 w al transformado de z?

1+ 2

Mv- 1+




Cambio de base: Bl
3+ Mv: 'T_l
2L Me: _>
11% ! Me:

TNeT ;S +

¢, Cual sera la matriz B que

~1 —1
T W) =1 'z me lleva el transformado de
w al transformado de z?

37

“ Mw =z

17

1t MTT ‘w =z
(T'MT) T 'w) =Tz




Autovectores y autovalores:

Ejemplo: M = 2 1 ¢ Habra alguna forma de “rotar” mi sistema de
1 2 coordenadas para que los autovectores esten

ot

0
La receta es: (0

sobre los ejes?
—0.5 2 1 1 1
0.5 1 2 —1 1
1. Arma una matriz T con los
autovectores de columnas

2. Busca la matrizinversade T (Oé _0-5> < 1 3)
3. Hacé el producto TA-1 MT. Eso te 0.5 0.5 —1 3

da una matriz diagonal.
(10 (A O
\0 3/ VL0 N\

ot




Observaciones finales de autovecs/vals

e |os autovalores de una matriz pueden ser complejos.

e Los autovectores de una matriz pueden ser complejos.

e De todos maneras, siempre buscamos los autovalores pidiendo que el
determinante de (M- lambda Id) = 0. La ecuacioén a la que llegamos se llama
polinomio caracteristico.



Numeros complejos:

Usualmente se los motiva transmitiendo la inquietud de intentar buscar soluciones
ara la ecuacion: 2
P r-=—1

Dentro de la recta real no hay numeros que elevados al cuadrado me den algo
negativo. Para tener este tipo de numeros se “agranda” el espacio definiendo un
eje imaginario: pasamos al plano complejo

>

>\ y . - /]
S o34 =V Isi?e—loP=—izsit=1
3i 6\
it § i Cualquier numero complejo se escribe
T32a6123a 7 asi:

z=a+1b




Numeros complejos:

Para tener este tipo de numeros se “agranda” el espacio definiendo un eje

iImaginario: pasamos al plano complejo . . |
i=V-l=i=-1="=—i=i=1

&
> R
:1 é 3+4,. ~ (1 + lb
| < °® .
3i| 'S . w=c+1id ,
2i g La suma de numeros complejos es asi:
= Real Parte real con parte real, parte imaginaria con
— ) L
4-3-2-1901 234 parte imaginaria
3 z+w = (a+c)+i(b+d)

Se puede pensar como suma de vectores
z+w = (a,b)+ (c,d) =(a+c,b+d)=(a+c)+i(b+d)



Numeros complejos:

Para tener este tipo de numeros se “agranda” el espacio definiendo un eje
iImaginario: pasamos al plano complejo

i=V-1=if=-1=i=-i=i'=1

5 £.>_\ 3+4 | '
R A z=a+1b
31 g‘y
Z,' = Real Cuando hacemos el producto hay que tener
Ry SRR > mas cuidado:
S 22 = (a +1ib)(a + ib) = a* + iab + iba + i*b
2 = (a* = b*) + i(2ab)



Numeros complejos:

Para tener este tipo de numeros se “agranda” el espacio definiendo un eje
iImaginario: pasamos al plano complejo z=a-+1b

Ilgual que en el plano, podemos pensar a cada punto como un radio y una fase:

A’

T x+y (z,y) = (rcos@,rsin0) (#,0) = (\/wz + 7, arctan%) :

z=z+ iy = |2| (cos 6 + isin ) = |z|e®



