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Bifurcaciones 1D

ሶ𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑟)

𝑓(𝑥𝑐 , 𝑟𝑐) = 0

ቤ
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥𝑐,𝑟𝑐)

= 0

Sistema de ecuaciones







ሶ𝑔 = 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +
𝑘3𝑔

2

𝑘4
2 + 𝑔2



ሶ𝑔 = 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +
𝑘3𝑔

2

𝑘4
2 + 𝑔2

S estimula la transcripción de g 𝑘1 = 𝑠−1



ሶ𝑔 = 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +
𝑘3𝑔

2

𝑘4
2 + 𝑔2

S estimula la transcripción de g

g se degrada

𝑘1 = 𝑠−1

𝑘2 = 𝑠−1



ሶ𝑔 = 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +
𝑘3𝑔

2

𝑘4
2 + 𝑔2

Autocatálisis

𝐴 + 𝑋 ⇌ 2𝑋

S estimula la transcripción de g

g se degrada

𝑘1 = 𝑠−1

𝑘2 = 𝑠−1



ሶ𝑔 = 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +
𝑘3𝑔

2

𝑘4
2 + 𝑔2

Autocatálisis

𝐴 + 𝑋 ⇌ 2𝑋

𝑘3 = 𝑔 𝑠−1 Máxima velocidad

𝑘4 = 𝑔

S estimula la transcripción de g

g se degrada

𝑘1 = 𝑠−1

𝑘2 = 𝑠−1



𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

Adimensionalizar → pasamos de variables con unidades a variables sin unidades



𝑔 = 𝛼𝑥

𝑡 = 𝛾𝜏

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

Adimensionalizar → pasamos de variables con unidades a variables sin unidades

𝑥: concentración adimensional (en unidades de 𝛼)

𝜏: tiempo adimensional (en unidades de 𝜏)



𝑔 = 𝛼𝑥

𝑡 = 𝛾𝜏

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

Adimensionalizar → pasamos de variables con unidades a variables sin unidades

𝑥: concentración adimensional (en unidades de 𝛼)

𝜏: tiempo adimensional (en unidades de 𝜏)

Todavía no definimos cuánto valen los parámetros de adimensionalización!



𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝛼

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝛼

𝑥2

𝑘4
2

𝛼2
+ 𝑥2

𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝛼

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝛼

𝑥2

𝑘4
2

𝛼2
+ 𝑥2

𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

Elegimos 𝛼 = 𝑘4 (no es única!)

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝛼

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝛼

𝑥2

𝑘4
2

𝛼2
+ 𝑥2

𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝑘4

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝑘4

𝑥2

1 + 𝑥2

Elegimos 𝛼 = 𝑘4 (no es única!)

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝛼

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝛼

𝑥2

𝑘4
2

𝛼2
+ 𝑥2

𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝑘4

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝑘4

𝑥2

1 + 𝑥2

Elegimos 𝛼 = 𝑘4 (no es única!)

Elegimos 𝛾 =
𝑘4

𝑘3

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝛼

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝛼

𝑥2

𝑘4
2

𝛼2
+ 𝑥2

𝑑 𝛼𝑥

𝑑 𝛾𝜏
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2 𝛼𝑥 +

𝑘3 𝛼𝑥 2

𝑘4
2 + 𝛼𝑥 2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝛾𝑘1𝑠0
𝑘4

− 𝑘2𝛾𝑥 +
𝑘3𝛾

𝑘4

𝑥2

1 + 𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝑘1𝑠0
𝑘3

−
𝑘2𝑘4
𝑘3

𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2

Elegimos 𝛼 = 𝑘4 (no es única!)

Elegimos 𝛾 =
𝑘4

𝑘3

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝑘1𝑠0
𝑘3

−
𝑘2𝑘4
𝑘3

𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2



𝑟 =
𝑘2
Τ𝑘3 𝑘4

𝑠 =
𝑘1𝑠0
𝑘3

𝑑𝑥

𝑑𝜏
=

𝑘1𝑠0
𝑘3

−
𝑘2𝑘4
𝑘3

𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2



𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 𝑘1𝑠0 − 𝑘2𝑔 +

𝑘3𝑔
2

𝑘4
2 + 𝑔2

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2
𝑟 =

𝑘2
Τ𝑘3 𝑘4

𝑠 =
𝑘1𝑠0
𝑘3

Degradación/autocatálisis
r “grande” → degradación >> autocatálisis



ሶ𝑥 = 0 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2



ሶ𝑥 = 0 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 𝑥 −𝑟 +

𝑥

1 + 𝑥2



𝑥∗ = 0

−𝑟 +
𝑥∗

1 + 𝑥∗2
= 0

ሶ𝑥 = 0 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 𝑥 −𝑟 +

𝑥

1 + 𝑥2



𝑥∗ = 0

−𝑟 +
𝑥∗

1 + 𝑥∗2
= 0

ሶ𝑥 = 0 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 𝑥 −𝑟 +

𝑥

1 + 𝑥2

𝑥∗ =
1 ± 1 − 4𝑟2

2𝑟



𝑥∗ = 0

−𝑟 +
𝑥∗

1 + 𝑥∗2
= 0 𝑥∗ =

1 ± 1 − 4𝑟2

2𝑟

ሶ𝑥 = 0 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 𝑥 −𝑟 +

𝑥

1 + 𝑥2

¿Bifurcación?



ሶ𝑥 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0 → 𝑟𝑥 =

𝑥2

1 + 𝑥2



ሶ𝑥 = −𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0 → 𝑟𝑥 =

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2
= 0



𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑠 − 𝑟𝑥 +

𝑥2

1 + 𝑥2
= 0 → 𝑟𝑥 − 𝑠 =

𝑥2

1 + 𝑥2



𝑟𝑥 − 𝑠 =
𝑥2

1 + 𝑥2

0
0



𝑟𝑥 − 𝑠 =
𝑥2

1 + 𝑥2

0
0







ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2



¿Cómo van a ser las soluciones / 
cuántas hay?

ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2



ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2



ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑠 = 𝑟𝑥 −
𝑥2

1 + 𝑥2
=

2𝑥

1 + 𝑥2 2
𝑥 −

𝑥2

1 + 𝑥2



ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑠 𝑥 =
)𝑥2(1 − 𝑥2

1 + 𝑥2 2

𝑠 = 𝑟𝑥 −
𝑥2

1 + 𝑥2
=

2𝑥

1 + 𝑥2 2
𝑥 −

𝑥2

1 + 𝑥2
=
2𝑥2 − 𝑥2 1 + 𝑥2

1 + 𝑥2 2



ሶ𝑥 = 0 → 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
= 0

𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= 0 → −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2
= 0

ሶ𝑥 = 𝑠 − 𝑟𝑥 +
𝑥2

1 + 𝑥2
→
𝑑 ሶ𝑥

𝑑𝑥
= −𝑟 +

2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2

𝑠 𝑥 =
)𝑥2(1 − 𝑥2

1 + 𝑥2 2

𝑠 = 𝑟𝑥 −
𝑥2

1 + 𝑥2
=

2𝑥

1 + 𝑥2 2
𝑥 −

𝑥2

1 + 𝑥2
=
2𝑥2 − 𝑥2 1 + 𝑥2

1 + 𝑥2 2



𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2𝑠 𝑥 =
)𝑥2(1 − 𝑥2

1 + 𝑥2 2



𝑟 𝑥 =
2𝑥

1 + 𝑥2 2𝑠 𝑥 =
)𝑥2(1 − 𝑥2

1 + 𝑥2 2

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(0, 10, 10000)

r = 2*x/(1+x**2)**2

s = x**2*(1-x**2)/(1+x**2)**2

plt.plot(r, s, lw=3)

plt.xlim(0, 0.7)

plt.ylim(0, 0.15)

plt.xlabel('r')

plt.ylabel('s')


