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Formas Normales



Formas normales: el concepto

• Método para expresar un sistema dinámico no-lineal en un sistema 
de coordenadas tal que tome su forma “más simple”.
• Método local: en la cercanía de puntos fijos (en lo que vimos hasta 

ahora). También hay formas normales para mapas.
• Las transformaciones de coordenadas serán no-lineales. Pero las 

encontraremos resolviendo una serie de problemas lineales.
• La forma normal puede ser desarrollada hasta un cierto orden 

deseado.
• Súper importante: la forma normal de un sistema está determinada 

por el comportamiento de su parte lineal.



Formas normales: repaso

Sea un sistema dinámico de dimension n definido por:

𝑑𝒙
𝑑𝑡

= 𝑭 𝒙 ,

𝐹: 𝑅! → 𝑅!, 𝐹 0 = 0

Es decir, tiene un punto fijo en X=0 (para un punto fijo distinto de 0, se traslada el sistema tal que el 
punto fijo quede en el origen). Alrededor de este pf, podemos desarrollar en Taylor a F:

𝑭 𝒙 = 𝑭𝟏 𝒙 + 𝑭𝟐 𝒙 +⋯+ 𝑭𝒌 𝒙 + 𝑂( 𝒙 %&')

𝑭𝒌 ∈ 𝐻(

𝑑𝒙
𝑑𝑡 = 𝑭 𝒙 = 𝐴𝒙 +(𝑭!(𝒙)

𝐻": espacio de poliniomios de grado r



Formas normales: objetivo
𝑥 = 𝑦 + ℎ" 𝑦 , 𝑐𝑜𝑛 ℎ" ∈ 𝐻" , 𝑟 ≥ 2.
ℎ" 𝑦 es el cambio no-lineal de coordenadas que queremos hacer para transformar el problema original en:

• #$
#%
= 𝐴𝑦 − 𝐿&'ℎ" + 𝐹" 𝑦 + 𝑂 𝑦 "() , con:

• 𝐿&'ℎ" ≡ − −𝐷ℎ"𝐷𝐹𝑦 + 𝐷𝐹ℎ" .

• Si pudiéramos elegir ℎ" tal que −𝐿&'ℎ" + 𝐹" 𝑦 = 0, simplificaríamos los términos de orden r del campo 

vector. Notar que esto implica ℎ" = 𝐿&'*)𝐹" 𝑦 . Es decir, la gracia es que el operador 𝐿&' sea invertible para 

poder eliminar la mayor cantidad de términos no lineales del problema original.

• En otras palabras, podremos eliminar todos los términos que estén en la imagen del operador 𝐿&'. Si la 
imagen de 𝐿&' es 𝐻", podremos eliminar todas las no-linealidades de orden r. Si existe un complemento de 
la imagen, los términos que sobreviven no podrán ser eliminados y se denominan términos resonantes.



Formas normales: notación

𝑭 𝒙 = 𝑭𝟏 𝒙 + 𝑭𝟐 𝒙 +⋯+ 𝑭𝒌 𝒙 + 𝑂( 𝒙 $%&)

𝑭𝒌 ∈ 𝐻'

• 𝐹' 𝑥 = ∑(+)*
' ∑(,)*

' …∑(-)*
' ∑+)&, 𝑎

(
+ 𝑥( 𝑒+

con
• ∑+)&, 𝑚+ = 𝑟,
• 𝑚 ≡ 𝑚&, 𝑚-, … ,𝑚, ,
• 𝑥 = 𝑥&, 𝑥-, … , 𝑥, ,

• 𝑥( = 𝑥&(+𝑥-(, …𝑥,(- ,
𝑒. =

0
…
1
…
0

,



Ejemplo de esta notación

• 3!3""
4

se puede escribir, en nuestra notación, 

• 3!3""
4 = 𝑒5 𝑥5𝑥66 . 1,

y por lo tanto, 𝑎(5,6)
(5) = 1.

𝐹" 𝑥 = ∑/!01
" ∑/"01

" …∑/#01
" ∑.0)2 𝑎

/
. 𝑥/ 𝑒.

con

(
.0)

2

𝑚. = 𝑟,

𝑚 ≡ 𝑚), 𝑚3, … ,𝑚2 ,
𝑥 = 𝑥), 𝑥3, … , 𝑥2 ,

𝑥/ = 𝑥)/!𝑥3/" …𝑥2/# ,

𝑒. =

0
…
1
…
0



Formas normales: caso A diagonal

En este caso, en teórica vieron que la base de los monomios 
homogéneos de orden r son una base de autoestados del operador 
𝐿78, con autovalores ∧ 9:= (𝑚. 𝜆 − 𝜆;).

𝐿78 𝑥:𝑒< ≡ − −𝐷(𝑥:𝑒<)𝐴𝑥 + (𝐴)𝑥:𝑒< = (𝑚. 𝜆 − 𝜆;) 𝑥:𝑒< .

y otro resultado que vieron es que los términos para los cuales ∧ 9:=
(𝑚. 𝜆 − 𝜆;)=0 serán los términos resonantes del sistema.



Formas normales: vamos a un ejercicio simple











Encarado de otra manera…. (ejemplo c/1)

• 𝐿!"ℎ# ≡ − −𝐷ℎ#𝐷𝐹𝑦 + 𝐷𝐹ℎ#

• 𝐿./ 0+4
* = − 𝜆 0

0 2𝜆
0+4
* + 𝑟𝑥&'1& 0

0 0
𝜆 0
0 2𝜆

0+
0,

=

• 𝐿./ 0+4
* = − 20+4

* + 𝑟𝑥&'1& 0
0 0

20+
-20,

=

• 𝐿./ 0+4
* = − 20+4

* + '20+
4

* =

• 𝐿./ 0+4
* = 2('1&)0+

4

*

• Que es a lo que habíamos llegado antes usando la notación reducida.
• Pro de repasar cómo hacerlo de esta manera: sirve para cuando A no es diagonal!


