GUIA 6

ESTRUCTURA DE LA MATERIA 1

FLUjOS viscosos

Contentidos temdticos: andlisis dimensional y teorema Pi — flujos en régimen

estacionario — flujos en régimen no estacionario — autosimilaridad — difusion de
la vorticidad.

Problema 1.

Considere el caso del flujo estacionario de un fluido viscoso con viscosidad dindmica p y densidad p cons-
tantes, cuyo campo de velocidades v es solamente funcién de la coordenada transversal al movimiento

v = u,(y)Z.
El flujo tiene simetria de traslacién en la direccién z.
(1) Demuestre que en estas condiciones v - Vv = 0.
(11) Encuentre el campo de velocidades cuando el fluido satisface las siguientes condiciones de contorno:

(1) El movimiento del fluido estd limitado por dos planos infinitos separados una distancia d.

El plano inferior estd en reposo y el superior se desplaza en la direccién = con velocidad U
constante.

(11) Idem (i) pero ahora el movimiento se establece por un gradiente de presién constante igual
a Ap/L = (p2 — p1)/L, donde L es una distancia caracteristica de variacién de la presion, y
las presiones p; y p2 son medidas como se indica en la figura.

(1) Para ambos casos, calcule el esfuerzo viscoso sobre el contorno sélido.

)
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Problema 2.

Una capa de liquido muy viscoso fluye bajo la accién de la gravedad sobre un plano inclinado que forma
un angulo 8 con la horizontal.

(1) Suponiendo que el espesor de la capa de fluido d es uniforme, y que el flujo es estacionario, halle
la velocidad del liquido en funcién de la distancia normal al plano y.

(11) Determine la relacién entre la velocidad promedio y la velocidad méxima en el fluido.

(1) Calcule el caudal mésico por unidad de ancho del plano.
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Po

(n,p)

Problema 3.

Resuelva nuevamente el problema 2, pero ahora considerando dos fluidos con densidades p; y p2 y
viscosidades dindmicas p; y ps respectivamente, que se encuentran uno encima del otro, con espesores
hl y h2.

Problema 4.

Un fluido se desplaza en el interior de un conducto cilindrico de radio a, siendo su movimiento establecido
por un gradiente de presiones constante igual a Ap/L, donde L es la longitud del cilindro.

(1) Calcule el campo de velocidades considerando que el mismo es solo funcién de la coordenada
transversal al movimiento.

(11) Calcule el esfuerzo viscoso sobre el contorno sélido.

Problema 5.

Mediante analisis dimensional, muestre que la cantidad de masa de fluido que pasa por unidad de
tiempo (el caudal @, también llamado “descarga”) a través de un conducto de seccién circular como
en el flujo de Poiseuille, depende de la potencia cuarta del radio del conducto. Ademds, vea que es
proporcional al gradiente de presiones entre los extremos del tubo e inversamente proporcional a la
viscosidad cinematica.

Problema 6.

Considere el movimiento estacionario de una esfera solida de masa m y diametro D en el seno de un
liquido viscoso en reposo, con viscosidad dindmica g y densidad p. La esfera se mueve con velocidad
constante —U en la direccién x, y para que el movimiento pueda ser considerado estacionario debe
describirse desde un sistema inercial fijo a la esfera. Desde el mismo, el fluido se desplaza lejos de la
esfera con velocidad U. Se quiere analizar la fuerza de arrastre que el fluido ejerce sobre la esfera.

(1) Estime mediante andlisis dimensional la forma funcional de esta fuerza, en los casos de velocidades
muy bajas y muy altas, es decir, cuando el nimero de Reynolds Re = UL/v es muy pequeno
(Re < 1), y cuando el ntimero de Reynolds es muy grande (Re > 1). Aqui, L es alguna escala
caracteristica del problema, y v = u/p es la viscosidad cinemaética.

(11) Con el resultado de (a), encuentre las expresiones correspondientes a la velocidad limite que alcanza
la esfera cayendo bajo la accion de la gravedad en el seno del fluido. Observe que la fuerza obtenida
en (a) no depende solamente del niimero de Reynolds, ya que la gravedad es importante en este
caso. El otro nimero adimensional que interviene en la fuerza es el niimero de Froude

U2

F=—
Lg’

donde g es la aceleracién de la gravedad.

2 x CATEDRA R. DEPINE



ESTRUCTURA DE LA MATERIA 1

(1) Cousidere ahora el flujo no estacionario, donde ademés de los pardmetros y variables del inciso (a),
interviene un tiempo caracteristico 7 que determina la tasa de variacién del flujo (por ejemplo, el
periodo de una oscilacién que realiza el cuerpo). Vea entonces que las dos cantidades adimensionales
que pueden formarse son el nimero de Reynolds y el de Strouhal

_Ur

=7

Problema 7.

Para las configuraciones de liquidos con viscosidad dindmica p y densidad p que se muestran en las
figuras (a)—(d):

(1) Encuentre una solucién laminar y estacionaria para el campo de velocidades.

(11) Realice el andlisis dimensional de la magnitud que se indica, y compruébelo luego por cdlculo

analitico.
/
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(a) yo: ubicacién del punto de velocidad méxima (b) o: fuerza que realiza el plano

I>>b oo I>>b

(¢) Q: caudal (d) Ni,2: cupla que realiza cada cilindro
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Problema 8.

Considere un fluido inicialmente en reposo que llena el semiespacio y > 0, con viscosidad dindmica pu
y densidad p uniforme. En y = 0, el fluido estd en contacto con un plano infinito. A ¢ = 0 el plano
es puesto stubitamente en movimiento con velocidad constante U en la direccién z. Asumiendo que el
campo de velocidades es solo funcién de la coordenada y y del tiempo:

(1) Realice el andlisis dimensional y encuentre una solucién autosimilar para el campo de velocidades
como funcién del tiempo.

(11) Realice un grafico cualitativo del campo de velocidades para tiempos préximos al momento pos-
terior del arranque, y otro para tiempos largos.

(11) Calcule la vorticidad.

(rv) El arranque inmediato del plano genera una ldmina de vorticidad infinita en y = 0, que difunde
en el tiempo por acciéon de la viscosidad hacia el interior del fluido. Estime el tiempo que le toma
a la vorticidad difundir una distancia L.

Problema 9.

A t =0, un vértice de intensidad I'y es generado en el seno de un fluido con viscosidad dindmica u y
densidad p. Se genera entonces un campo de velocidades azimultal y que solo depende de la coordenada
radial. Debido a la viscosidad, el fluido no puede mantener en el tiempo este flujo y como en el problema
anterior se produce una difusién de la vorticidad.

(1) Estudie este proceso para t > 0 en términos de la circulacién I'(r,t) = 2mwrvg(r,t) como variable
dependiente del problema. Haga analisis dimensional para poner de manifiesto el tipo de solucién
autosemejante.

(11) Obtenga el campo de velocidades. Vea que paraa distancias r desde el eje que satisfacen r < v/4vt,
el flujo no es més irrotacional, sino que viene dado aproximadamente por vy = T'gr/(87wvt), que
corresponde a un movimiento de rotacién con velocidad angular Q = T'g/(87vt).

Problema 10.

En la configuracién que se muestra en la figura, el liquido ha alcanzado un régimen oscilante. El campo
de velocidades puede escribirse como una solucién separable en la forma v(y,t) = Re {V(y)e“"t} .

(1) Hallar el campo de velocidades.

(11) A partir de andlisis dimensional, determine la relacién funcional entre la longitud de penetracién
¢ y los datos del problema.

(1) Haga un grafico cualitativo del campo de velocidades.

Ay
w.p
. — |
Up cos(wi) - x
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Problema 11.

Un fluido muy viscoso, con viscosidad dinamica p y densidad p, se encuentra entre dos planos de
dimensiones infinitas. El plano inferior esta en reposo mientras que el plano superior, a una distancia d,
se mueve con un movimiento arménico con velocidad Uy cos(wt).

(1) Hallar el campo de velocidades.
(11) Analice los casos § < d y 0 > d, donde 0 es la longitud de penetracion.

(1) Haga un gréfico cualitativo del campo de velocidades para los dos casos.

Problema 12.

Resuelva el caso de un liquido entre dos planos en reposo de dimensiones infinitas, movido por un
gradiente de presion oscilante en forma armonica en el tiempo, del tipo Ap = py — p1 = po cos(wt).
Utilice andlisis dimensional para obtener la dependencia funcional del caudal medio (Q) que se establece
a través de una seccion transversal al movimiento.

Problema 13.

Resuelva nuevamente el problema 12, pero ahora considerando una variacién de la presién de la forma
Ap = ps — p1 = P + pg cos(wt), donde P es una constante.

Problema 14.

Para la situaciéon que se muestra en la figura:

(1) Muestre que el campo de velocidades puede ser calculado a partir de la superposicién del campo
de velocidades de un problema estacionario y el de un problema dependiente del tiempo. ;Cudles
son las condiciones para poder hacerlo?

(1) Mediante andlisis dimensional, estime la dependencia funcional de la potencia media entregada al
fluido por el plano superior.
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Problema 15.

Considere nuevamente la configuracién del problema 8, pero ahora el fluido no se extiende indefinida-
mente en la regiéon 0 < y < 0o, sino que a distancia h se encuentra un plano infinito en reposo paralelo
al fondo rigido.

(1) {Coémo se modifican las condiciones de contorno?

(11) Encuentre la solucién al campo de velocidades. Para ello, el problema debe ser separado como
superposicion de otros dos. jPor qué es necesario hacer esto?

(1) Observe que el problema 8 se obtiene en el limite h — co. Cuando alguno de los pardmetros que
aparecen en las condiciones iniciales y/o de contorno se comporta de manera singular, el paso
al limite de la solucién del transitorio dependiente del tiempo es regular y tiende a una solucién
autosemejante de primera especie, en donde el pardmetro h deja de ser relevante en la solucién.
Demuestre esta afirmacion tomando h — oo en la solucién del transitorio para el médulo de la
vorticidad, para arribar a la solucién hallada en el problema 8.

Problema 16.

Considere una placa plana semi-infinita en el plano zz, con su borde en x = 0 como se muestra en la
figura. Un flujo estacionario e uniforme con velocidad U2 incide sobre el borde de la placa. Lejos del
borde la presiéon es uniforme y toma valor pg.

(1) Muestre que las ecuaciones de la capa limite se reducen en este caso a

; %_H] 81)@_”82% avm+%_0
T ox Yoy oy’ or Oy

y escriba las condiciones de contorno para v, y vy.

(1) A partir de andlisis dimensional, muestre que la funcién corriente (tal que v = Vi x %) debe ser
de la forma

P, y) = VUvz f(u),

U

(111) Usando la expresién de 9, halle expresiones para v, y vy en términos de U, v, z, u, y de la funcién
f y sus derivadas.

con

(1v) Reemplazando las expresiones de v, y v, en las ecuaciones de la capa limite, muestre que f satisface
la ecuacién diferencial ordinaria

ff//+2f/// — O
con condiciones de contorno f(0) = f(0) =0y f'(o0) = 1.
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capa limite

placa

(v) Note que las curvas de nivel de v, corresponden a u = constante. Muestre entonces que el ancho

de la capa limite crece como 2.

Problema 17.

Utilizando analisis dimensional, muestre que el ancho de la capa limite en un fluido viscoso en contacto
con una placa infinita que gira con velocidad angular €2, es proporcional a /v/SQ.
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