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1. Introduccion

En este documento consideramos el ejemplo visto en clase de la determinacion del poten-
cial complejo w(z) para el caso particular de una fuente de caudal puntual. Me interesa
contarles aqui algunos detalles de lo expuesto en clase y dejarles algunos comentarios
adicionales que me parecen de interés.

En el marco de lo que vieron en las clases tedricas, las condiciones de flujo plano, in-
compresible e irrotacional de los flujos nos permiten introducir dos funciones o campos
escalares, ¢ y -

Vou=0 = u=V¢, (1)
Vxu=0 = u=V)xk (2)

Los campos ¢(x) y ¥(z) se denominan potencial de velocidades y funcion corriente, res-
pectivamente. En la segunda de estas ecuaciones, hemos elegido trabajar en el plano z-y,
v el stmbolo k representa entonces el versor en la direccion perpendicular a dicho plano.

Asimismo, es facil ver que estas funciones satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann,

0 Oy
uz_ﬁx_+8y’ (3)
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y resultan armonicas, i.e., V26 =V%) =0 (para ello, basta con reexpresar la incompre-
sibilidad e irrotacionalidad del flujo en términos de ¢ y v).

2. Aclaraciéon acerca de los flujos singulares

A lo largo de esta guia de ejercicios, estaremos considerando algunos flujos que presentan
singularidades que corresponden, p.ej., a la presencia de una fuente puntual de caudal
constante (como el caso que vamos a analizar aqui) o de un vértice de circulacién dada, o
de combinaciones de ellos. En todos estos casos, estd sobreentendido que las condiciones
establecidas por las ecs. (1-2) sobre la divergencia y el rotor del campo de velocidades son
vélidas inicamente en todo punto del plano en que no haya sido introducida
una singularidad.
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3. Tlustracion de la determinacién del potencial complejo

Vamos a considerar el caso del flujo producido por una singularidad puntual que emite
isétropamente un caudal @ (por unidad de longitud perpendicular al plano). Adoptare-
mos, por comodidad, un sistema de referencia centrado en la singularidad, y describi-
remos el flujo en el plano empleando coordenadas cilindricas. La descripcion obtenida
sera valida en todo punto del plano excepto en la posicién de la singularidad.

A partir de la ec. (1) para 1, y empleando la expresién para el gradiente en coordenadas
cilindricas, obtenemos

10y
Ry )
Uug = —?f. (6)

Dado que el flujo es is6tropo, la magnitud de la velocidad no puede depender de la
coodenada angular. Asimismo, la condicién de incompresibilidad establece que el flujo
debe tener caudal neto igual a @) a través de toda curva cerrada que rodee la singularidad.
Esto tltimo implica que la componente radial debe ser distinta de cero. Si consideramos
entonces el flujo a través de una curva circular cerrada de radio r centrada en el origen,
obtenemos la condicién:

2T
%(urf)-ds:]é(uﬁ')f'dQ:/ up v df = 2mu,r = Q,
0

luego la componente radial del campo de velocidades resulta, como esperabamos,

Q
" 2y (™)
Con el resultado provisto por la dltima igualdad, procedemos a integrar la ec. , que
ahora resulta

_Q _ 1%
L Tk (8)
para obtener
Y(r,0) = S26+ O(r), )

donde hemos incluido, como corresponde dado que estamos integrando una ecuacién
diferencial parcial, una funcién C(r) de la coordenada radial que resta determinar. Pa-
ra hacerlo, podemos emplear la condiciéon de armonicidad de v, que en coordenadas

cilindricas resulta: 5 - o
1 1
- . —Z 0. 1
r or (r87“>+r2862 0 (10)

Observemos que la dependencia de 1) con 6 es lineal, con lo cudl el segundo sumando
en la ultima expresion resulta nulo. En consecuencia, obtenemos una condiciéon para la

funcién C(r) en la forma
10 ( oC
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Para que esto suceda debe ser constante el término entre paréntesis, con lo cudl se obtiene
facilmente la funcién C(r),

C(r) = Alogr + B. (12)
Sin pérdida de generalidad, la constante B puede tomarse igual a cero (y eso haremos),
dado que, en la determinacién del flujo, sélo interesan las derivadas de la funcién co-
rriente.
Hasta este punto, la funcién corriente resulta

_Q
Y(r,0) = 27r0 + Alogr,

y las componentes del campo de velocidades son (empleando las ecs. —@)

4y = o2 (13)
A

Todavia falta determinar, sin embargo, el valor de la constante A. Para ello, consideremos
la circulacion del campo de velocidades a lo largo de una circunferencia centrada en el
origen, y llamemos I' a tal circulacién. Como producto de dicho célculo obtenemos

P=¢ u-d=¢ (uph)-dl = ¢ ugrdf =—2rA. (15)
fea-g 7

Entonces la funcién corriente resulta, finalmente:

4. Analisis y discusion de los resultados

4.1. Potencial complejo y campo de velocidades

El potencial complejo, w(z) = ¢+ i1) se obtiene a partir de la tltima expresién obtenida
en la seccién precedente. El cédlculo arroja
Q —iI

w(z) = 5 log 2. (17)

Cabe destacar que este potencial describe un campo de velocidades asociado a la pre-
sencia en el origen de coordenadas de una fuente de caudal constante ) y de un vortice
de circulacion I'. Extender este resultado al caso en que dicho par se encuentre ubicado
en otro punto arbitrario del espacio, zg, resulta trivial:

Q —il’

w(z) = o log(z — 2p). (18)

aunque innecesario para los propositos de este ejercicio en el que nos proponemos anali-
zar el flujo asociado unicamente a dichas singularidades.
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Figura 1: Ejemplo del campo de velocidades para el caso Q = 2,I" = 1. S6lo hemos grafi-
cado valores de (z,y) tales que 0.01 < z? + y? < 4, por dos razones. La primera de ellas
consiste en evitar la singularidad en el origen. La segunda obedece a la conveniencia de
establecer un borde exterior circular, para facilitar la visualizaciéon del campo vectorial.

Esta figura fue generada en MATHEMATICA empleando los siguientes comandos:

Q=2; G=1;

VectorPlot [{1/2/Pi/Sqrt[x"2 + y~2]*(Q*x - G*y),
1/2/Pi/Sqrt[x~2 + y~2]*(Gxx + Q*y)}, {x, -2, 2}, {y, -2, 2},
RegionFunction -> Function[{x, y}, 0.01 < x72 + y~2 < 4],
VectorPoints -> 20]

Luego, el campo de velocidades asociado resulta,

SR .
2

u=1u,t+upb Sy 0. (19)

Es inmediato reexpresar este campo de velocidades en coordenadas cartesianas, de lo
que se obtiene:

1
1
“y—m(l“m+@y)- (21)

El campo de velocidades para un juego de valores particular @ y I se ilustra en la fig. [T]
Siendo en este caso Q = 2 > I' = 1, circulaciéon y caudal neto son comparables en
magnitud, y los efectos de ambos se observan claramente en la figura.

Pablo Cobelli 4/



Estructura de la Materia 1 Tematica : Flujos ideales planos incompresibles

4.2. Lineas de corriente

En el marco del presente formalismo resulta muy sencillo calcular las lineas de corriente,
dado que se corresponden con curvas sobre las cuales la funciéon de corriente tiene un
valor constante. Esto surge de considerar la variaciéon de 1 a lo largo de una linea de

corriente,
o oY 9P oy 9P oY
Vi -u=uz—-— —=——-——=0 22
you ux3m+uy8y oy Ox  Ox Oy ’ (22)
donde la ltima igualdad surge de las ecs. —. La funcién de corriente 1 es entonces
constante sobre las lineas de corriente, por lo que la expresion

¢(9C) =K, (23)

siendo K una constante, es la ecuacion de las lineas de corriente.

En el caso particular que estamos analizando, las lineas de corriente del flujo son aquellas
curvas en el plano dadas por

T s

para un valor de K dado. Esto significa que la ec. (24) representa en realidad una fami-
lia de curvas (las lineas de corriente) parametrizada por el valor de la funcién corriente
sobre cada una de ellas, valor que hemos llamado K. En virtud de la estacionariedad del
flujo, sabemos ademads que estas curvas coinciden con las trayectorias de las particulas
de fluido y las lineas de trazas.

Geométricamente, la ec. nos indica que las lineas de corriente son espirales logaritmi-
cas (cuya forma es idéntica, e.g., a la de una seccién de un caracol); la fig. [2l muestra una
de dichas lineas para valores particulares de @, I' y K. Complementariamente, la fig. [3]
nos muestra, con una imagen satelital, un ejemplo de este tipo de espiral observada en
la atmésfera terrestre.

En el caso general, vemos que el requerimiento de que una fuente puntual emita un
caudal @) constante nos arroja un flujo que —al menos en principio— podria presentar
una circulaciéon no nula. Es decir: obtuvimos como resultado de nuestro analisis que una
circulacion no nula es compatible con un flujo originado por una fuente puntual cuyo
caudal es constante.

Los dos casos limite que surgen de nuestros resultados son los siguientes:

1. T' =0, el flujo resultante es el correspondiente a una fuente isétropa de caudal @)
constante que emite en forma radial. En ese caso la funcién corriente y el potencial
complejo resultan

wfuente = Qea (25)
2
wfuente(z) = % log Z. (26)
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Figura 2: Ejemplo de una linea de corriente del flujo para el caso Q =1,I'=3y K = 0.

La figura fue generada en MATHEMATICA empleando los siguientes comandos:
G=3; Q=1; K= 0;
PolarPlot [Exp[(2%Pi/G)*(Q/2/Pi*T] - K)1, {T, -5*Pi, 5xPi},

Axes -> True, AxesOrigin -> {0, 0}, AspectRatio -> 1];

2. @ = 0, caso en el cual el flujo corresponde al de un vortice libre e isétropo de
circulacién I'. La funcién corriente y el potencial complejo resultan en este caso

T

wvértice = _% 10g r, (27)
I

Wyértice (2) = —z% log . (28)

5. Sumario

En este problema pudimos calcular la funcién de corriente, las lineas de corriente (y
graficarlas) asi como también obtener una expresion para el potencial complejo de una
fuente de caudal constante Q.

Este caso es de interés por dos razones. Por un lado, el ejemplo sirve como ilustracién
del método general para el calculo del potencial complejo de un flujo singular. Por el
otro, vemos que hemos calculado, en un solo ejemplo, el potencial complejo para los dos
‘ladrillos fundamentales’ de los que estarédn constituidos todos los flujos que considerare-
mos en esta practica: una fuente isétropa y un vértice (los dos casos limite descriptos en
la seccién precedente). Cualquier flujo que resulte combinacién de ellos (p.ej., dipolos,
pero también cualquier otra distribucién de fuentes, sumideros y/o vértices), podra cal-
cularse facilmente a partir del resultado que obtuvimos, dado que las ecuaciones para ¢
v 1 responden al principio de superposicién.
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Figura 3: Imagen satelital que muestra una depresiéon centrada en el estrecho de Dina-
marca entre Islandia y Groenlandia. Los vientos, atraidos por la zona de baja presion en
el centro, se curvan por el efecto de la fuerza de Coriolis, y observamos la espiral con la
apariencia de caracol desde el espacio. La imagen fue tomada por el instrumento Aqua
MODIS (NASA), el 4 de septiembre de 2003. Para visualizar una versién de alta resolu-
cién de esta imagen, visitar: http://visibleearth.nasa.gov/view_rec.php?id=6204.
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