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Capitulo 1

Cinematica de medios
continuos

1.1. Descripciones Lagrangiana y Euleriana

Consideremos aceptada la nocién abstracta de particula de fluido que
conserva su identidad al moverse, y a la que son aplicables las leyes de conser-
vacién bédsicas (masa, cantidad de movimiento, momento angular y energia).
Una particula fluida infinitesimal estard caracterizada en forma natural por
su posicién y por sus propiedades termodindmicas (volumen, densidad, tem-
peratura, presién, energia interna, entropia, etc.), dadas en funcién del tiem-
po. La identificacién de cada particula puede hacerse convenientemente a
través de la posicién xy que ocupaba en un instante caracteristico tq. De esta
manera, la posiciéon en un instante ¢ de la particula “x,” serd

X(t,x0); (1.1)

su velocidad es, por supuesto, la derivada de esta funcién respecto de t,
manteniendo Xq fijo, esto es, refiréndose siempre a la misma particula:

(9X(t, X())
ot

Anslogamente, puede determinarse su aceleracion A (t,xo) = 0U(t,xq)/0t, y
caracterizar sus otras propiedades como volumen 0V (¢, %), masa 0 M (¢, xo),
densidad R(t,xq) = dM (t,x¢)/0V (t,x0), temperatura 7 (¢, xg), etc.. Esta de-
scripcién, que es la extension natural de la cinemaética de particulas discretas
a medios continuos, es la denominada material o Lagrangiana. Describir la
propiedad de un medio continuo de esta manera es dar la misma como funcién
de todas las posiciones de referencia xy de interés y de todos los instantes t
que se requieran.

U(t,X()) = . (12)



CAPITULO 1. CINEMATICA DE MEDIOS CONTINUOS 5

Existe una descripcién alternativa, que es la de campos o Euleriana, en
la cual se da, para cada instante ¢ requerido, no ya el valor de la propiedad
que tiene en ese instante la particula que estuvo en xq en ty, sino el de la
particula que estd en la posicién x en el propio instante ¢, y esto se hace para
todos los x de interés. En esta descripcién el “campo” de velocidades serd
una funcién u(x,t), el de densidades p(x,t), etc. (se ve ahora la convencién
de usar tipos de letra distintos para las distintas descripciones). Quede claro
entonces que, por ejemplo, u(x,t) es la velocidad de la particula que estd
pasando por x en el instante .

Ambas descripciones son equivalentes. En efecto, si se conoce la descrip-
ci6n Lagrangiana de un medio, la Euleriana estd dada por (para una magni-
tud genérica A(t,xg))

a(x,t) = A(t,xo(t,x)), (1.3)

donde x¢(t,x) es la funcién que resulta de resolver para xq la condicién
X(t,x0) = x, (1.4)

que relaciona la posicién original xy con la actual x. Por la condicion de
identidad de las particulas, la relacién (1.4) es biyectiva y por lo tanto siempre
invertible.

Andlogamente, si se tiene la descripcién Euleriana de un medio, la corre-
spondiente Lagrangiana resulta como

At x0) = a(X(t, %0), 1), (1.5)

donde debe haberse resuelto previamente para X(t,xo) la identidad
t
X(t,x0) = Xo +/ u(X(t',xq),t)dt, (1.6)
to
que resulta de integrar la relacion evidente
8X(t, XO)
ot

En general, la inversién de (1.4) o la resolucién de la ecuacién integral
(1.6) solo puede efectuarse en la practica en configuraciones muy sencillas;
sin embargo es posible en principio.

= -[J(t7 Xo) = u(X(t, X()), t)

1.2. Derivada material

Como las leyes bédsicas de conservacion se aplican a cada particula ma-
terial de fluido, es de fundamental interés determinar cémo cambian con el
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tiempo las distintas propiedades de una dada particula fluida. Asi, por ejemp-
lo, podremos decir que la variacién en el tiempo de la cantidad de movimiento
de una particula es igual a la fuerza neta que actia sobre ella, la variaciéon
de su energia (cinética més interna) al trabajo de las fuerzas aplicadas, etc..
Para el caso de la descipcién Lagrangiana la respuesta es trivial:

A _ OA(txo) (1.7)
dt ot

Notese el empleo del signo de derivada total para representar la variacién de
la propiedad A de una dada particula.

En el caso de descripcién Euleriana, debemos “seguir” a la particula
en cuestion, al menos por un tiempo pequeno, para ver como cambian sus
propiedades. Si en el instante ¢ la particula se encuentra en x y tiene por lo
tanto velocidad u(x, t) y propiedad a(x,t), en el instante ¢+ At se encontrara
en X + u(x, t)At y tendrd entonces la propiedad a(x+u(x, t)At, t + At); esto
es

da lim 1
% - At — 0 E [CL(X + U.(X, t)Atvt + At) - CL(X, t)]
Oa Oa Oa
_ , 7 . 1.
o i t)axi 5 Tuxt)-Va, (1.8)

donde se ha usado un desarrollo de Taylor en la primera linea para pasar a
la segunda.

El mismo resultado puede obtenerse directamente de (1.7) derivando (1.5)
junto con (1.6) (la idea, por supuesto, es la misma).

Quede entonces claro que con (1.8) estamos calculando lo que le ocurre a
una dada particula material (de ahi el uso de la notacién d/dt) usando una
descripciéon de campo.

1.3. Distintos tipos de visualizacién

Una descripcién cualitativa del movimiento de un medio continuo, de
enorme importancia préctica, estd dada por distintos elementos facilmente
visualizables.

1.3.1. Lineas de corriente

Son las lfneas que en un instante dado son tangentes en cada uno de
sus puntos al campo de velocidad. Esto es, en un dado t el diferencial de
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longitud de esta linea dl en el punto x es paralelo al campo de velocidad en
dicho punto:
dl = eu(x,t), (1.9)

a través de un factor escalar infintesimal €. Escribiendo (1.9) en componentes
y eliminando entre estas ecuaciones a € obtenemos la expresién de las lineas

de corriente
dx dy dz

Uy (X, 1) - Uy (X, 1) - u(x,t)’

que pueden integrarse conocido el campo u(x,t) para determinar las lineas
en cada instante. Experimentalmente son dificiles de determinar; usualmente
se las visualiza poniendo un gran niimero de hilos o flecos cortos muy flexibles
y livianos, fijos en uno de sus extremos.

1.3.2. Trayectorias

Corresponden a las trayectorias descriptas a medida que transcurre el
tiempo por particulas de fluido. A diferencia de las lineas de corriente no
dan una visualizacién instantdnea, sino indican cémo ha evolucionado el flu-
jo. Su expresiéon matemadtica estd dada muy simplemente en la descripcion
Lagrangiana por la curva X(t, Xq) descripta al transcurrir el tiempo. Por ca-
da xg se tiene una de estas curvas, y un conjunto de ellas da informacion
cualitativa del flujo.

Experimentalmente pueden obtenerse marcando con un colorante algunas
particulas de fluido en ¢y y fotografiando su evolucién con el obturador de la
camara abierto.

1.3.3. Lineas de traza

Son las més sencillas de obtener experimentalmente, dejando escapar col-
orante en puntos fijos del espacio. Cuando una particula pasa por alli se
tine y si uno observa en un dado instante t, ve lineas formadas por todas
las particulas que en algin instante anterior pasaron por alguno de los pun-
tos donde se inyecta colorante; éstas son las lineas de traza en el instante
considerado.

Matemdticamente son algo maés dificiles de obtener que las lineas anteri-
ores. Imaginese que en X, se estd inyectando colorante. En un dado ¢, la linea
de traza correspondiente estard formada por la posicién en ese instante de
todas las particulas que pasaron por x. en tiempos anteriores. Esto es mas
sencillo de determinar usando la descripcién Lagrangiana; si xo(x.,t') es la
posicion en ty de la particula que en t’ estard en x., la linea de traza estard
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dada en t por la curva X(¢,xq(x,, ")) descripta al variar ¢’ entre el instante en
que se comenz6 a inyectar colorante y el tiempo ¢. Para determinar xq(x,, ")
debe invertirse la relaciéon x. = X(#', x).

Una propiedad importante es que lineas de corriente, de traza y trayecto-
rias coinciden si el flujo es estacionario (y sélo en ese caso); esto es, depende
del espacio pero no del tiempo: u = u(x). Pruebe esta afirmacién como
ejercicio.

1.4. Deformacion en un campo de velocidades

Otra forma de conceptualizar el movimiento de un medio continuo es
analizar, en un instante fijo, la diferencia del campo de velocidades en dos
puntos cercanos; en componentes cartesianas,

dui = ui(x + dX, t) - ui<x7 t) = Sul

k

donde se ha usado la identidad
Ou; 1 (Ou; n ouy, n 1 /0u; Ouy
Oy 2\ 0z, Oz 2\ 0z, Ox; )’
y se han definido los tensores simétrico y antisimétrico, respectivamente,

1 /0u; Ouy

Si = 3 )
g 2 (8$k * 8:UZ->
2 \ Oz, Oux;
Consideremos primero a €;;,; usando la identidad entre densidades tenso-

riales de Levi-Civita y deltas de Kronecker (usamos la convencién de Einstein
de sumar sobre indices repetidos)

€ikmEjlm = 5z‘j5kl - 5z‘l5jka (1-11)
podemos escribir
1 ou,; 1
Qi = §€ikm5jlma_xj = — 5 CikmWm, (1.12)

donde se usé la expresion del rotor del campo de velocidades, denominada
vorticidad,

wm =(V xu), = 5ljm%.

8xl
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El tltimo término de (1.10) es entonces
1 1
Qpdxy, = —Eeikmwmdxk =3 (w x dx),,

que corresponde a la diferencia de velocidades generada por una rotacién
rigida con velocidad angular w/2.

A qué corresponde el término S;.dx,? Un elemento de fluido que en ¢
coincide con dx, en t+dt se habra transformado en dx+du dt, en particular, su
longitud (al cuadrado) ds* = dx-dx habrd cambiado a (despreciando términos
de orden superior al orden tres)

(dx + dudt) - (dx + dudt) = ds® + 2dx-du dt,

con lo que la longitud propiamente dicha ds habra cambiado a

dx-dudt

d
s + s

(1.13)
Usando (1.10)
dx-du = dx;du; = Sy dx;dxy, (1.14)

el término con €2;;, se anulé al contraer el tensor antisimétrico €2;; con el
simétrico dx;dxy. De esta manera, para un elemento orientado segin la coor-
denada 1 se tiene que su longitud varié en Sy1ds dt; esto es, S1; da la variaciéon
relativa y por unidad de tiempo de la longitud de un elemento fluido orienta-
do en la direccién 1. Lo anélogo sucede con los otros dos términos diagonales.
Si S7; es positivo el elemento se estira y si es negativo se contrae.

Para ver el efecto de los términos no diagonales consideremos el éngulo
entre dos elementos de fluido dx y dx’

dx - dx’
cosa =
dsds'’
que cambiard en un dt a
cos (a4 da) = cosa —sinada

_ (dx+dudt)- (dx' + du’dt) (1.15)
(dS T dx-ccll;ldt) (dSI + dx’-dcil/l/dt)’ :

donde se ha usado (1.13). Si los dos elementos formaban originalmente un
dngulo de 90°, por ejemplo con uno orientado en la direccién 1 y el otro en
la 2, de (1.15) y (1.14) el cambio en el dngulo entre los elementos es

2S57qdt

CT T+ Shdt) (1 + Swdt) 12
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Note que los términos con ), se cancelan (como corresponde a una rotacién
rigida). Los términos no diagonales dan entonces lugar a una rotacién difer-
encial (no rigida) de elementos de fluido, lo que podemos denominar torsién.

El tensor S;;, produce entonces una deformacién por estiramiento y torsién
por unidad de tiempo, y es denominado tensor de velocidad de deformacion.

Notablemente, el efecto de estiramiento (o contraccién) segin los ejes
cartesianos fijos al espacio, dado por los elementos diagonales, combinado
con la torsién producida por los elementos no diagonales, puede reducirse a
un efecto de estiramiento y/o contraccién puros, pero no ya segun los ejes
cartesianos fijos, sino segin tres ejes perpendiculares entre si, pero que varian
punto a punto (e instante a instante). Esto se ve inmediatamente consideran-
do que ;. es un tensor simétrico y real, por lo que es siempre diagonalizable,
con los ejes principales correspondientes perpendiculares entre si.

De esta manera, sumando todas las contribuciones, un elemento de flui-
do, a la vez que se translada con su correspondiente velocidad U(¢,xg), sufre
también una rotacién rigida con velocidad angular dada por w/2, méds un
estiramiento y/o contraccién segun tres ejes principales (determinables diag-
onalizando localmente a S;;.). Esto es conocido como el teorema fundamental
de la cinemdtica de medios continuos.

Para finalizar, consideremos cémo cambia el volumen de un elemento flu-
ido en la evolucion del mismo. Imaginemos un pequeno elemento de volumen
en forma de paralelepipedo que en t, tiene lados dxg, dxj y dxj. El volumen
correspondiente estd dado por el producto mixto de los tres vectores

6Vo = dxg - (dxg x dxg) . (1.16)

Utilizando la descripcién Lagrangiana es facil ver como varfa este volumen.
Para esto consideremos por ejemplo el elemento dxg; en t; un extremo se
encuentra en Xg y el otro en x¢+dxg; en el instante ¢, un extremo se encontrars
en X(t,xq) y el otro en X(¢,x9 + dxg), esto es, el elemento dxy se habra
transformado en (en componentes cartesianas)

0X;
81;%

dXZ = Xl<t, Xo + dXO) - Xl(t, X(]) = d.f[,'ok, (117)
con expresiones andlogas para dX' y dX”. El elemento de volumen en t sera
entonces

5V = dX - (dX' x dX"). (1.18)

Vemos de (1.17) y (1.18) que podemos considerar el cambio de volumen
como el debido a la transformacién de la variable xy a la X, con lo que la
relacién entre los volimenes dVj y oV estd dada por el Jacobiano de dicha
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transformacién
0 (X1, Xo, X3)
9 (o1, o2, To3)
En variables Eulerianas podemos usar lo deducido antes; la rotacién rigida
no cambia el volumen de una particula de fluido, pero si las contracciones y
expansiones dadas por el tensor S;;. Considerando un pequeno elemento de
lados paralelos a los tres ejes principales correspondientes en ese punto en el
instante ¢; su volumen es dV (t) = dzidzadrs, y sabemos por (1.13) y (1.14)
que en t 4 dt tendrd un volumen

§V = J6Vy = V. (1.19)

(SV(t + dt) = (d!El + Slldl'ldt)(dl‘g + Sggdl’gdt) (d![‘g + Sggdxg,dt)
= d;t:ldxgdxg [1 + (511 + 522 + 533) dt]
= OV (t) (1 + Sudt),

de manera que podemos escribir (verifique que S;; es la divergencia del campo
de velocidades)
1 doV
oV dt

La variacién relativa del volumen depende de la traza de S;;, que es un
invariante ante transformaciones ortogonales, por lo que puede calcularse con
la expresion de S; original, no reducida a su forma diagonal.

Por otro lado, si derivamos (1.19) respecto del tiempo, usando que 6V} es
constante, tenemos

=S,=V u (1.20)

dovV.— dJ Vo ﬂ 5_V
dt — dt " dt J°
que, al comparar con (1.20), nos da la férmula de expansién de Euler

1dJ _
Jdt



Capitulo 2

Dinamica de medios continuos

Imaginese un volumen mévil V'(¢) dentro de un medio continuo; este volu-
men es una abstraccién matemaética y no estd necesariamente formado siem-
pre por las mismas particulas de fluido; esto es, no es un volumen material:
el fluido puede atravesar su superficie S(t), la cual se mueve con velocidad
(local) v4(x,t) distinta en general de la velocidad del fluido u(x,t). Si con-
sideramos un campo genérico integrado sobre este volumen

F(t) = /V [ (2.1)

su variacién temporal estard dada por

dF lim 1 [/ 3 3
— = — fx,t—i—Atd:v—/ fx, t)d’z| . 2.2
i~ D=0 A | fypeny ( ) v (x,1) (2.2)

Haciendo un desarrollo de Taylor en el integrando de la primera integral
podemos escribir

dF lim 1 [ / 3 3
il — f(x,t)d’x — f(x,t)d’x + At
dt At — 0 At V(t+AY) ( ) V(t) ( ) V (t+At) ot

La diferencia de las dos primeras integrales es igual a la integral de f(x,t)
sobre el volumen diferencia de ambos voltimenes, que puede escribirse como
el volumen “barrido” por la superficie S(t) en el tiempo At; esto es (tén-
gase en cuenta que la distancia barrida por la superficie es proporcional a la
componente normal de la velocidad de la superficie),

dV =dSn - v,At,

con lo cual tenemos finalmente

dF Of(x,t) 5 ‘
_ /V i P+ /S , 0etve s (2.3)

dt ot

12

0f(x,t)

d%} .
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Si consideramos ahora que el volumen es material, entonces vy(x,t) =
u(x,t) y las particulas que lo conforman son siempre las mismas. Para este
caso podemos escribir (2.3), usando la definicién de derivada material (1.8),

aF /V(t) {c‘h‘(x,t) L. (f(x’ﬂu)] Py —

dt ot

/V(t) {W +f(x 1)V u] d*z, (2.4)

donde se aplicé el teorema de Gauss para escribir la segunda linea, que es
una expresion 1til, alternativa a la de la primera linea.
Ahora es sencillo escribir las leyes de conservacién aplicando (2.4).

2.1. Masa

Tomando f(x,t) = p(x,t), F' corresponde a la masa M del volumen que
debe conservarse en el movimento de éste:

dM {d,o(x, t)
V(t)

- = . 3 —
p o + p(x,t)V -u| &’z = 0.

Como esto debe ser cierto para cualquier volumen V', concluimos que la
conservacion de la masa implica

d t
pix. 1) +p(x,t)V -u =0, (2.5)
dt
0, equivalentemente,
0 t
% + V- [p(x,t)u] = 0. (2.6)

2.2. Cantidad de movimiento

Tomando f(x,t) = p(x,t)u(x,t), F corresponde a la cantidad de movimien-
to P del volumen, que sélo puede cambiar debido a las fuerzas externas que
actian sobre éste. Estas fuerzas las dividimos en aquellas que actidan en
volumen, que son fuerzas de largo alcance como fuerzas gravitatorias y elec-
tromagnéticas, y las que actidan por contacto, que ejercen los elementos de
fluido inmediatamente fuera del volumen, sobre la superficie de éste (fuerzas
moleculares de corto alcance y/o intercambio microscépico de cantidad de
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movimiento sin intercambio neto de masa). La fuerza que sufre un elemen-
to dV interno es debida sélo a las fuerzas de volumen y la escribimos como
0F = £, 0V, donde fy, es la fuerza de volumen externa por unidad de volu-
men. Un elemento perisférico 6V que presenta un drea 0.5 en contacto con
elementos exteriores (4.5, por supuesto, forma parte de S(t)), sufre ademds
de la fuerza de volumen fi,0V, una fuerza externa de superficie t6.5, con t la
fuerza de contacto por unidad de superficie, también llamada esfuerzo.
De esta manera escribimos

dP d
- = — V  ul| &
o /V(t) [dt (pu) + pu u} T

:/ fvd3x+/ tdsS. (2.7)
V(t) S(t)

Tomemos como V' (t) a un pequeno tetraedro (denominado tetraedro de
Cauchy), tres de cuyas caras se encuentran sobre los planos coordenados
cartesianos, con normales n; = —e;, ny = —e, y n3 = —ejz, con €; los versores
cartesianos, mientras que la cuarta cara tiene normal n. Llamando ASj a la
superficie de esta cuarta cara, y hg a la altura del tetraedro, digamos, sobre la
coordenada 1; el volumen del tetraedro es entonces AVy = 1/3hy ASon - €.
Aplicando (2.7) las integrales de volumen son proporcionales a AV ~ hg ASy,
mientras que la integral de superficie tiene el valor (la superficie de cada cara
sobre un plano coordenado es AS; = ASyn - €;)

[t(”) +t™n . e; +t")n e, + ) - 93} ASy,

donde t(™) es el esfuerzo sobre la superficie con normal n;.

Si cada dimensién lineal del tetraedro se contrae en un factor A (A < 1),
el volumen pasara a valer AV = M AV, y la superficie AS = A\2AS,. Dividi-
endo la ecuacién resultante por AS y tendiendo al limite A — 0 (el tetraedro
tiende a cero su volumen manteniendo la forma), resulta la condicién

™ 4+t e; + M- ey + £t e3 = 0. (2.8)

Ahora bien, si consideramos un elemento de superficie S con normal
n, la fuerza que la particula de fluido que es “pinchada” por la normal hace
sobre la superficie es t(™§S, mientras que la fuerza que hace sobre esta misma
superficie la particula que est4 del otro lado de ella es (=69, lo que es claro
pues la normal corrrespondiente a este lado es —n. Como dicha superficie
tiene masa nula la fuerza neta sobre ella debe ser cero, con lo que

tn) — ()
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Aplicando esta condicién a (2.8), y usando que n; = —e;, resulta
t = t(e;m + teyn 4 t(eym, (2.9)

que nos dice que, para calcular el esfuerzo correspondiente a una superficie
con normal arbitraria n, basta conocer el valor de los esfuerzos correspon-
dientes a normales segin tres ejes cartesianos fijos. Con notacién indicial, si
llamamos 7;; a la componente 7 del esfuerzo correspondiente a normal e;,
esto es,

podemos escribir (2.9) como
" = Ty m,;. (2.10)

Un punto esencial de T;; es que, por corresponder a esfuerzos sobre super-
ficies con normales fijas, no depende del n en cuestién y t(™ resulta entonces
una funcién lineal de n. Ademds, T;; es un tensor, por ser un vector ()
su contraccién con un vector (n), llamado tensor de esfuerzos. Usando (2.10)
escribimos a7

/ t™MdS = [ Tyn;dS = gy,
S(t) S(t) vy 0%;
donde se usé el teorema de Gauss para la tltima igualdad. Con esto escribi-
mos (2.7) como

d
/ {—(pu)—kpuV-u—fv—V-T]d3x:O,

que, por ser el volumen arbitrario conduce a la ecuacién

d

a(pu)vauV-u:fv—l—V-T, (2.11)
que, a su vez, efectuando la derivada material y usando (2.5) se escribe mas
sencillamente como

d
pd—ltl =fy+V-T. (2.12)

2.3. Momento angular

Tomando f(x,t) = p(x,t)x X u(x,t), F' corresponde al momento angular
(respecto del origen de coordenadas) M del volumen, que cambia en el tiem-
po debido al momento de las fuerzas externas (respecto al mismo origen);
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usando la expresién en la primera linea de (2.3) escribimos en componentes
cartesianas

dM; 0 0
LA ik | — _ — A a3
B =z g )+ 5 )|
= / €iijL’ijkd3£E + / 8,’jkl’kalnldS. (213)
V(t) S(t)

Aplicando el teorema de la divergencia al tiltimo término y usando que el
volumen es arbitrario, deducimos la ecuacién

0 0 0
i | — . il . — 2 fvr — — (2:Tw) | =0,
Eijk {(975 (pzjur) + o1, (prjupw) — z; fvi o1, (z; kl)}
que, desarrollando parcialmente las derivadas espaciales y usando que 0z /0x;
dj1, se reescribe

0 0 o7,
EijkT; {— (pug) + o (purw) — fvi — W]ﬂ + eijppurty — ijiTr; = 0.

ot
De la ecuacién (2.11) se ve inmediatamente que el corchete es nulo, mien-
tras que la contraccién de €;;;, con el tensor simétrico uzu; también es nula,
por lo que resulta
Eijklr; = 0,

de donde se deduce inmediatamente (pruébelo como ejercicio) que el tensor
de esfuerzos es simétrico
Tij = Tji. (2.14)

2.4. Energia

Finalmente, debemos usar la condicién que el trabajo por unidad de tiem-
po de las fuerzas externas es igual a la variacién por unidad de tiempo de la
energfa del elemento fluido. Debemos tener en cuenta que esta energfa es no
s6lo cinética sino también interna (por ejemplo, la compresién adiabética de
un gas produce aumento de su energia interna). Ademads, la energia interna
puede variar también por el intercambio de calor a través de la superficie del
volumen (flujo de calor) o por calor absorbido o emitido en volumen.

Llamando e a la energia interna especifica (por unidad de masa) del medio,
la densidad volumétrica de energia total es 1/2pu? + pe, con lo que tomando
como f(x,t) a esta magnitud, F' corresponde a la energia total U del volumen
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cuya variacién temporal es igual al trabajo externo por unidad de tiempo maés
el calor intercambiado, también por unidad de tiempo:

au d (1 1, 3
i Bl - cul d
o /V(t) [dt <2pu +pe)+<2pu +pe)V u] x
= / fyud’z —|—/ t ~udS+/ Qud’x —|—/ —q - ndS,
V(t) S(t) V(t) S(t)

donde Qy es el calor absorbido (emitido si es negativo) por unidad de tiempo
y de volumen, y q es el vector flujo de calor (el signo menos asegura que el
q saliente, q - n > 0, corresponde a pérdida de energia).

Usando (2.10) y aplicando el teorema de la divergencia a las integrales de
superficie se demuestra como es habitual que, en notacién indicial,

d 1 2 1 2 8uk o 8 8qk
7 <§PU + P€> + <§PU + Pe) pr kauk-i-a_xk (Tirus) e + Qv

Queda como ejercicio que, usando las (2.5) y (2.12), la ecuacién se reduce

de Oqx
— =T.5,; — — 2.1
pdt ’LJSZJ 83§'k + QV) ( 5)

donde S;; es el tensor velocidad de deformacion.
2.5. Conjunto completo de ecuaciones
La dindmica de un medio continuo homogéneo se describe entonces por

el conjunto de ecuaciones arriba deducidas, que reescribimos aqui en forma
compacta

dp
> u=0
dt+pV u ,
du
— =1 VvV.-T
de
P%:Tijsij—V'Q‘i‘QV,

teniendo en cuenta que T es un tensor simétrico. Deben darse ademés la
expresion de i, que depende en general de p y, eventualmente de u mismo
(por ejemplo, fuerza de Coriolis), la de q y @y que dependen en general de
las variables termodindmicas del medio (bédsicamente temperatura) y even-
tualmente de u, la ecuacién de estado que relaciona e con la densidad y la
temperatura, y, finalmente, la expresién del tensor de esfuerzos en funcién de
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las variables termodindmicas y del campo de velocidades u del medio. Esta
dltima relacién es la llamada relaciéon constitutiva, la determinacién de la
cual para un medio dado es uno de los problemas més dificiles de la fisica de
los medios continuos.

Una ley de bastante generalidad es la que determina el flujo de calor en
términos de las variables termodindmicas, que es la ley de Fourier

q=—kVT, (2.16)

donde k es la conductividad térmica, que es aproximadamente constante en
muchos casos de interés, y T" es la temperatura.

Si el medio no fuese homogéneo; esto es, estuviese constituido por distintos
componentes, determinados cada uno de ellos por, por ejemplo, su concen-
tracién, deberfan complementarse estas ecuaciones con ecuaciones para las
concentraciones, que pueden variar por reacciones quimicas entre los distin-
tos componentes. Ademds, la ecuacién de estado depende en general de estas
concentraciones.

2.6. Hidrostatica

Para una enorme variedad de medios continuos es véilido el principio de
Pascal, que corresponde a la observacién que en el caso hidrostético (campo
de velocidad permanentemente nulo) el esfuerzo que sufre en cada punto de
su superficie un objeto sumergido en el seno de un fluido, es siempre normal
en ese punto a dicha superficie, y dirigido hacia adentro (compresioén). Esto
es independiente de la forma y composicién del cuerpo, y debe por lo tanto
valer también cuando el objeto en cuestién es una particula del mismo fluido.

Podemos decir entonces que si el elemento de superficie 6.5 de una particu-
la de fluido tiene normal externa n, la fuerza de contacto en ese punto sobre
la particula es

0F = —pnd S,

donde p es una magnitud escalar positiva, denominada presién, con lo que el
signo menos asegura que la fuerza tiende a comprimir la particula, a la vez
que tiene la direccién de la normal. Por otro lado, por (2.10), es

con lo que tenemos que 7;;n; = —pn; cualquiera sea la normal, lo que es
cierto soélo si

Tij = —poij- (2.17)
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Tenemos de esta manera determinada la forma general del tensor de es-
fuerzos en el caso hidrostético u(x,t) = 0, con lo que las ecuaciones generales
resultan en este caso (usando la ley de Fourier para el flujo de calor)

dp
o=
fV - Vp = 0,
)
pa—: — V- (kVT) + Qv.

Una condicién necesaria para la existencia de solucién estética es entonces
que la densidad sea localmente constante, aunque pueda diferir en distintos
puntos. Otra condiciéon muy fuerte es que las fuerzas de volumen deben ser
potenciales, para poder ser compensadas por el gradiente de un escalar como
es la presion. Nétese que para el caso gravitatorio es

fy = pg,

con g la aceleracion local de la gravedad. Si bien g = —Vp, con ¢ el potencial
gravitatorio, la forma de p debe ser la apropiada para cumplir pV¢p = —Vp,
siendo un caso importante el de p = cte.

Finalmente, si bien puede existir mateméaticamente una solucién estética,
para que se verifique en la realidad, dicha solucién debe ser ademds estable;
esto es, pequenios apartamientos (arbitrarios por otro lado) de la solucién
deben evolucionar de manera de restablecer la solucién estética.

Finalmente, como es en general artificial permitir que la energfa interna
varfe localmente con el tiempo sin que lo haga la densidad, podemos escribir
con mucha generalidad para el caso hidrostéatico en un campo gravitacional,
el conjunto de ecuaciones para todas magnitudes independientes del tiempo

pVo =—Vp,
V- (kVT) + Qy =0,

complementadas con la ecuacién de estado

p(p,T),

la expresiéon de ¢ o su ecuacién, que para el caso de un fluido que produce
su propia gravedad (autogravitante), como es una estrella, es la ecuacién de
Poisson

V2o = 4nGp,

con (G la constante de la gravitaciéon de Newton.
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Finalmente deben darse las expresiones de k y de )y,. Como ejemplo im-
portante consideremos el caso de una estrella. () corresponde entonces a
la energia generada localmente (por unidad de tiempo y volumen) por reac-
ciones termonucleares, mientras que la conductividad térmica es dominan-
temente debida a la radiacién electromagnética (esto vale fuera de regiones
donde la solucién estdtica es inestable, en las que existe movimiento y el calor
es transportado por conveccidn; las llamadas zonas convectivas), por lo que
la conductividad térmica efectiva es de la forma

3
k=C T—,
P
con C una constante. Para conductividad dominada por scattering electréni-
co es
1,51073
1+ X

con X la fraccién (en masa) de hidrégeno, X ~ 0,69 para el sol.

Ademsds, por las enormes temperaturas involucradas, una ecuacién de
estado de gas ideal es una muy buena aproximacion, lo mismo que la su-
posicién de simetria esférica (todo depende sé6lo de la coordenada radial r).
La ecuaciéon de estado de gas ideal que incluye las presiones parciales de
electrones y iones de hidrégeno y helio es

erg g s tem KT,

3
p= (QX—I— ZY) RpT,

con R la constante universal de los gases, R = 1,38107erg ¢ 'K, X es
nuevamente la fraccién (en masa) de hidrégeno, e Y la correspondiente a
helio, Y ~ 0,289 para el sol.

Finalmente, si se supone que la energia nuclear es liberada sélo en el

centro de la estrella I

Qv = 47r7“25 (r),

con L la energia total liberada por segundo por reacciones nucleares (que
es la luminosidad de la estrella pues toda ella se irradia finalmente, L =
410%erg s~! para el sol), la solucién del sistema completo es muy sencilla
(puede hacerse con una calculadora programable) y puede obtenerse una
buena aproximacién a la estructura interna de una estrella como el sol, que
sélo tiene una zona convectiva relativamente pequena cerca de su superficie.




Capitulo 3

Relaciones constitutivas

Debemos considerar la cuestién de la forma del tensor de esfuerzos T para
distintos tipos de medios. Este problema es eminentemente experimental;
pero existen consideraciones generales que limitan las formas posibles y guian
el diseno de experimentos.

Hemos visto que, con mucha generalidad, el tensor de esfuerzos en el caso
hidrostatico estda dado por

Tij = —p(x)dy;. (3.1)

Si un fluido estéatico es considerado desde un sistema de referencia que tiene
un movimiento arbitrario (sistema en general no inercial), es claro que, como
las fuerzas son invariantes ante cambio de sistema de referencia, aun no iner-
cial, el fluido tendra en este sistema un campo de velocidades mds o menos
complicado, pero el tensor de esfuerzos correspondiente serd el mismo (3.1),
incluso con el mismo valor de presiéon en puntos correspondientes:

Tzlg = _p(xl)éijv

con x’ el transformado de x. Esto nos indica que si el fluido se mueve “como
un sélido rigido”, por més complicado que sea este movimiento, el tensor de
esfuerzos estard dado por (3.1), y apartamientos de esta forma aparecerdn
sélo si el campo de velocidades se aparta del movimiento rigido. Escribamos
entonces, en general, que

Ti;(x,t) = —p(x,t)0;5 + 0i5(x, 1), (3.2)

donde 0;;(x,t) es una funcional del campo de velocidades u(x, ), y el campo
de presiones es también una funcional de u(x,t), y difiere en general del
valor correspondiente al caso estdtico. (Se entiende aqui por funcional la

21
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dependencia respecto de la funcién “completa” u(x,t), para todo x y ¢, y no
ya de sélo su valor local y actual).

Para determinar las posibles formas de o;; impongamos algunas condi-
ciones que por principio debe cumplir dicha funcional:

i) Lo dicho antes; 0;; = 0 si u(x,t) corresponde a movimiento rigido.

ii) Por corresponder a un esfuerzo, debe ser invariante ante cambio de
sistema de referencia (inercial o no).

iii) Es un tensor y debe ser por lo tanto expresable en términos de tensores
a través de operaciones covariantes.

iv) Debe ser causal; esto es, depender de u(x,?') para t' < ¢, con t el
momento actual.

Todas estas condiciones son muy generales y a ser satisfechas siempre.
Condicionemos algo més a o0;; imponiendo ahora condiciones “razonables”,
que esperamos cumplan algunos fluidos de interés:

a) Consideremos un fluido sin memoria; esto es, en los que el 0;;(x,t)
dependa funcionalmente s6lo de u(x, t) en el instante actual t.

b) Que sea isétropo, sin direcciones privilegiadas, lo que nos dice que el
cardcter tensorial de 0;;(x,t) debe estar dado sélo por el mismo campo u y
a lo sumo tensores invariantes como 9;;, €5, etc.

c) Que dependa sélo localmente de u, esto es, 0,;(x,t) depende sélo de
u(x,t) y de sus derivadas espaciales locales mds bajas; en particular, pedi-
remos que sea altamente local, dependiendo de sélo las derivadas de orden
uno.

Por a) y ¢) tenemos que

oi(x,t) = F; (x, g (x, 1), M) , (3.3)

0T,

donde Fj; no es ya una funcional, sino una funcién de las variables indicadas
en su argumento. Por otro lado, por no ser u invariante ante cambio de
sistema de referencia, 0;; no puede depender de u mismo. Consideremos
en este sentido a su gradiente du;/0x,,, que descomponemos en su parte
simétrica (tensor velocidad de deformacién) y su parte antisimétrica

ﬁul
T Sim + Q.- (3.4)
‘/L‘m
Si consideramos un cambio de sistema de referencia arbitrario, podemos rela-
cionar la velocidad u;(x,t) en el sistema original con la correspondiente me-
dida en el nuevo sistema, uj(x’,t), como

U;(X,, t) = ul(x, t) — Ul(t) — Elkak(t)QS;n, (35)
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con x’ el transformado de x, U(¢) la velocidad instantdnea de translacién del
origen del sistema nuevo y W () la velocidad angular instantdnea de rotacién
de sus ejes. Si calculamos el tensor de deformacion correspondiente a wu;(x’, t)
derivando la (3.5), usando que x' = x—R (t), con R (¢) la posicién del origen
del nuevo sistema, obtenemos ficilmente

S[/m - Slma
mientras que la parte antisimétrica estd dada por
Q;m = le - 2€lkak<t)

Es entonces claro que €, no es invariante ante cambios de sistema de
referencia arbitrarios, mientras que Sy, sf lo es. De esta manera, o,; debe
depender sélo de S,,.

Si suponemos que la F;; en (3.3) es analitica podemos desarrollarla en
serie de Taylor y escribir, por iii) y b),

O'ij<X, t) = ao(X, t)6ij + (l1<X, t)Sij (X, t) -+ GQSik(X7 t)Skj (X, t) -+ ceey (36)

con los a;(x,t) funciones escalares, invariantes ante cambio de sistema de
referencia arbitrario. Es fdcil convencerse de que el cardcter tensorial dado
por (3.6) es el tnico posible ya que, por ejemplo, no hay manera de incluir
contracciones con ¢y pues éstas simplememente cambiarian el nombre de
los indices, mientras que contracciones con £y, producen ya sea nuevas 0y
(contracciones de indices de € ’s entre si) o cero (contracciones de € ’s con
ambos indices de tensores simétricos).

Finalmente, por i), debe ser ag(x,t) = 0, con lo que escribimos, no ex-
plicitando la dependencia (x,t), y notando que los productos contraidos de
tensores en (3.6) corresponden a productos de matrices,

o= iansn. (3.7)
n=1

Notablemente, se puede precisar mucho més la expresiéon de o haciendo
uso del teorema de Cayley-Hamilton, que dice que toda matriz diagonalizable
(como lo es S) satisface su propia ecuacién caracteristica.

La ecuacién caracteristica satisfecha por los autovalores A de S

det (S — AI) =0,
se escribe explicitamente como

N4+ LN — LA+ 13=0,
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con (usando T'r para simbolizar la traza)

Il =1Tr (S) = S” =V. u, (38)

I, = % {[Tr (S)]> - Tr (S?)},
I; = det (S),

los tres invariantes (escalares) de S. De manera que, por Cayley-Hamilton
podemos escribir (I es la matriz identidad)

S =1,8? — I,S + I1,

por lo que todas las potencias de la matriz S superiores a 2 pueden expresarse
en términos de las potencias 0, 1 y 2 multiplicadas por factores que dependen
de los tres invariantes [;. De esta manera, si todas las potencias superiores a
2 son reescritas de esta manera en (3.7), esta tltima se escribe como

o = ol + 3S + 82, (3.9)

donde a, 5y v son funciones escalares de los tres invariantes I; que se obtienen
al sumar los infinitos términos factores de cada una de las potencias 0, 1 y 2
de S.

Nétese que «, 5y v dependen ademds de (x, t) por la dependencia original
de los a; en (3.7); pero esta dependencia debe ser a través de funciones
invariantes como, por ejemplo, las propiedades termodinamicas.

La expresion (3.9) es la més general que satisface las condiciones a), b)
y ¢) y es denominada relacién constitutiva de Reiner-Rivlin, en la cual las
funciones «, 8 y v deben determinarse experimentalmente en general.

Se observa en la préctica que la relacién (3.9) es lineal con excelente
aproximacién para muchos fluidos de interés como el agua, los gases y los
aceites minerales. Esto significa que v = 0, 3 es independientes de los [I;, y
« depende linealmente de sélo ;.

De esta manera escribimos para estos fluidos, que se denominan newto-
nianos, usando (3.8),

A
o= §IV -u +2uS, (3.10)

donde u es el coeficiente de viscosidad, o simplemente viscosidad, que es
definido positivo, y (2u + A) /3 se denomina segundo coeficiente de viscosidad
o segunda viscosidad.

En la préactica se usa algunas veces que, con relativamente buena aprox-
imacion, la segunda viscosidad es nula, por lo que A = —2p, (esto es exacto
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para gases ideales monoatémicos y se denomina hipdtesis de Stokes, pero
puede fallar en sustancias més complejas).
Escribamos el tensor de esfuerzos completo

A
Tij = —poij + 2p535 + 505V - 0, (3.11)

y calculemos las ecuaciones dindmicas corrspondientes. Tomando la diver-
gencia de (3.11)

Ty _ dp ,, 98 A0

V - u;

explicitando el segundo término de la derecha,

2 — =
a 8l’j Maxj 8xj + 8[EZ 'uf)xj@xj

0
—i-,u%V-u,

se tiene finalmente

8ﬂj . 8]9

axj N 3:171

A\ 0
2 . —_— .
+ 1V ul—l—(,u+3> 8xiv u,

con lo que la ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento (o mas
simplemente, ecuaciéon de movimiento) se escribe

du

Pat

A
:fV—Vp+uV2u+(u+§)V(V~u). (3.12)

Téngase en cuenta que en (3.12) aparece el laplaciano de un vector, que
se escribe en forma covariante como
Viu=V(V-u)-Vx(V xu),

y sélo en el caso de usar componentes cartesianas coincide con el vector
cuyas componentes son el laplaciano escalar de cada componente del vector
original. La (3.12) es denominada ecuacién de Navier-Stokes.

Para la ecuacién de la energia se requiere calcular

T;;Sij = —pSii + 045 = —pV -u+ @,

donde ® = 0,;5;; se conoce en general como la funcién disipacién, que para
el fluido newtoniano (3.10) se escribe

A
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La ecuacién de la energia es entonces

de

Pt

Es de mucha utilidad considerar en este punto la evolucién de otra mag-
nitud termodindmica, la entropia. Como en el caso de la energia interna es
conveniente trabajar con la entropia especifica (por unidad de masa) s. Para

determinar la evolucién de ésta, aun en evoluciones irreversibles, se usa el
postulado de Gibbs vélido para todo tipo de evolucién

=—pV-u+®+Qy—-V-aqa (3.14)

Tds = pdv + de, (3.15)

con v = 1/p el volumen especifico. Para una evolucién reversible, (3.15)
no es mas que el primer principio de la termodindmica; para una evolu-
cién irreversible, (3.15) determina la entropia de la particula de fluido, con
la condicién que localmente (en cada particula de fluido) exista con buena
aproximacién equilibrio termodindmico, de manera que estén alli definidos la
presion, temperatura, etc..
Escribiendo entonces (3.15) para la variacién temporal en una dada particu-
la fluida
ds d (1)+de pdp de

T— =p— | = =" -
it Pa\y) T aT pa T ar

y usando la ecuacién de continuidad escrita como
1dp

pdt:_V.u7

mas la ecuacién (3.14), tenemos para la evolucién temporal de la entropia
especifica de una particula fluida

ds 1
p%:T<®+QV_V'q>- (3.16)
De esta tltima ecuacién se deduce que g > 0, pues si se considera una
particula de fluido que no intercambia calor con el medio, Qy = V -q = 0,
al evolucionar entonces adiabdticamente, su entropia sélo puede aumentar;
de (3.16) y de (3.13) se deduce entonces lo dicho.

Finalmente consideremos el denominado fluido ideal. En la préctica es
posible muchas veces despreciar los efectos de viscosidad y conductividad
térmica. Si uno hace esto y supone por simplicidad que @y = 0, se tiene el
sistema completo de ecuaciones correspondientes al fluido ideal

dp

Ly oV -u=0
dt+p u Y
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complementadas con la ecuacién de estado p(p, ).

Estas ecuaciones deben ser completadas en cada problema especifico con
las condiciones iniciales y de contorno apropiadas.

Siendo que se ha despreciado la viscosidad, el tensor de esfuerzos cor-
respondiente a este fluido ideal tiene la forma 7T;; = —pd;;, con lo que los
esfuerzos que el mismo puede realizar o recibir a través de una superficie
son siempre normales a la misma. Esto significa por ejemplo que dicho fluido
puede “resbalar” sin friccién alrededor de contornos sélidos, lo que impide
fijar condiciones de contorno para la componente tangencial de la velocidad
del fluido en contacto con sélidos. Sélo puede fijarse sobre ellos la compo-
nente normal por la condicién que el fluido no puede penetrar el sélido ni
separarse de él (una tal separacién significaria la existencia de vacio entre
el fluido y el sélido con la consiguiente condicién de presién nula, que no es
posible conseguir en la practica en condiciones estables). De esta manera, un
fluido ideal en contacto con un sélido debe tener la misma componente de
velocidad normal que el sélido en ese punto

u(x,,t)n = Ugy(x, t)n, (3.17)

con X, la posicién del punto sobre el contorno sélido y n la normal corre-
spondiente.

Un fluido real, con viscosidad, puede sufrir esfuerzos tangenciales en con-
tacto con solidos. Si usamos (3.11) para calcular el esfuerzo tangencial sobre
un so6lido obtenemos

t) =t —(t-n)n,

que escrito en componentes cartesianas es
) _ _
ti = ﬂjﬂj — Tkjnknjni = 2/JJ (Sijnj — Skjnknjni) .

Usemos un sistema de coordenadas tal que en el punto considerado la normal
s6lo tenga componente 3, n = (0,0, 1), y calculemos entonces las componentes

1
Juy  Ou
10 = 2481 = p (_8m; + _8xj) : (3.18)
Juy  Ou
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Lo que se observa en estas expresiones es que el esfuerzo tangencial puede
ser muy grande si la velocidad tangencial al contorno (componentes 1,2)
varia fuertemente en la direccién perpendicular al contorno (3). Esto es lo
que se observa en la préctica; por més que u — 07, la variacién de velocidad
tangencial en la direccién normal se intensifica tanto como sea necesario para
dar esfuerzos finitos. La consecuencia de esto (verificada en los experimentos)
es que la velocidad del fluido en contacto con el sélido es igual a la del sélido,
no ya la componente normal a la superficie solamente, como para un fluido
ideal, sino todas sus componentes, con lo que la condicién de contorno para
un fluido real es, en lugar de (3.17),

u(x,t) = Usy(xe, 1). (3.20)

Debe quedar claro que la condicién (3.20) no se deduce de lo dicho antes,
sino que es un resultado de la experiencia.

La conclusién importante de esto es que un fluido ideal no corresponde al
limite ¢ — 07 de un fluido real, por tener ambos casos condiciones de con-
torno distintas. En todo caso, si la viscosidad es en algiin sentido pequena,
las (3.18) y (3.19) nos sugieren que las velocidades variardn fuertemente en
distancias cortas cerca de los sélidos; puede pensarse entonces en una “capa”
delgada que rodea a los sélidos, denominada capa limite, dentro de la cual no
pueden ignorarse los efectos viscosos, aunque fuera el fluido puede consider-
arse ideal. Este fluido ideal desliza con esfuerzo tangencial despreciable sobre
la capa limite, por lo que el problema puede pensarse como el de un fluido
ideal moviéndose alrededor de sélidos cuyo volumen ha sido aumentado por
esta capa. Esta imagen tiene sentido si la viscosidad es realmente pequena (a
ser precisado més adelante) y si la capa limite permanece realmente delgada
en todas partes. En ciertas regiones del fluido esto 1iltimo no es cierto y esta
imagen simplificada debe complementarse para ser ttil.



Capitulo 4

Teoremas generales

Sélo en casos muy sencillos es posible obtener soluciones cerradas de las
ecuaciones de los fluidos. Por otro lado, los resultados de mediciones y sim-
ulaciones numéricas de sistemas realistas proveen una cantidad de informa-
cién dificil de interpretar. Por estas razones es necesario contar con cier-
tas propiedades de los flujos, que se derivan de las ecuaciones originales de
movimiento bajo condiciones m&s o menos restrictivas, que permiten pre-
decir cualitativamente algunas propiedades de la solucion de estos sistemas
complejos y conceptualizar los resultados de mediciones o simulaciones.

Consideremos las ecuaciones de movimiento de un fluido newtoniano, que
reescribimos aqui,

dp
o u=0 4.1
i +pV -u (4.1)
du 1
— =-—-V fm fvisa 4.2
7 P p+t, + (4.2)
de 9
g%:—pv-u+¢+Qv+kVT. (4.3)

donde
fvis

i (o) 0e )

representa la fuerza viscosa especifica (por unidad de masa). Ademsés,

du Ou Ju 1,
E_§+(H'V>H_E+V<§|u|)erxu’ (4.4)

donde w = V X u es la vorticidad.

29
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4.1. Teoremas de Bernoulli

Bajo ciertas condiciones es posible obtener primeras integrales de las ecua-
ciones de movimiento. Consideremos en un dado instante una linea de corri-
ente y proyectemos la ecuacién (4.2) sobre ella, usando la expresién (4.4) y
tomando el elemento de longitud dl de la linea en el punto en cuestion,

au 1 2 dp
—dl+d| = =—— 41, -dl+ £, dl, 4.
Sl (2 [ul > L g+ (4.5)

donde se usé que w X u es perpendicular a dl, y d¥ = VWU . dl indica la
variacién de una magnitud arbitraria ¥ a lo largo de la linea de corriente en
el punto e instante dados.

Hay varios téminos en (4.5) que no pueden ser expresados como un difer-
encial exacto en general, lo que impide una integracién inmediata; sin em-
bargo, esto puede hacerse bajo ciertas condiciones.

i) Si la densidad es funcién de sélo la presion: p(p), caso que se denomina
barotrépico, entonces puede definirse la funcién de presién (pg es un valor de

referencia arbitrario)
Py
P = / i/, (4.6)
po P(P')

de manera que dp/p = dP. El caso mas habitual es el de densidad constante,
pero existen también otros por ser la densidad funcién de dos variables ter-
modindmicas, que podemos tomar como p y >, con X una variable termod-
indmica genérica. De esta manera, si 2 es la misma para todas las particulas
aparecerd como un pardmetro constante en la integracién en (4.6). Cémun-
mente es la entropia especifica (cuando ésta se conserva en el movimiento).

ii) Las fuerzas de masa son conservativas: f,, = —V,,.

iii) Pueden despreciarse las fuerzas viscosas.

iv) El flujo es estacionario.

Con todas estas condiciones, (4.5) se escribe

1

con lo que su integral es inmediata, pero recordando que se refiere a varia-
ciones a lo largo de una linea de corriente, por lo que la constante de inte-
gracién depende de cudl es la linea considerada (por supuesto, no depende
del tiempo por iv)):

1
5 ‘u‘Q +P + Pm = Clz’nea‘ (47)
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Otro caso de interés corresponde a un flujo irrotacional, w = 0, que
implica que el campo de velocidades es potencial

u=Vo,

lo que, notablemente, permite relajar dos restricciones. Por un lado, la linea
sobre la que se proyecta la ecuacién (4.2) es arbitraria (no necesariamente
de corriente, ya que no hace falta anular el término con w x u). Por otro
lado, se puede relajar la condicién iv) ya que du/0t = V(9¢/0t), con lo que
resulta 5

% 1

ot 2
La constante depende en general del tiempo, pero es la misma para todo el
fluido por la arbitrariedad de la linea usada para integrar.

Consideremos ahora integrales de la ecuacién de la energfa (4.3); tomemos
Qv = 0y despreciemos la conduccién térmica, q = 0, y la generacién de calor
por viscosidad, ® = 0. Conviene ademds trabajar con la entalpia especifica
h = e+ p/p, cuyo derivada material es

Vo> +P+¢, =C(t). (4.8)

dh d 1d d 1d
gh _de 2% _DPop_ 0P (4.9)
dt dt  pdt p>dt pdt

donde se usaron (4.1) y (4.3). Para un caso estacionario tenemos entonces

1
u-Vh=-u-Vp, (4.10)
p
pero como sobre una linea de corriente podemos escribir
ul dl
u=|ul —
1|’
la relacién (4.10) implica
d
dh = L.
p

esto es, cuando la conduccién térmica entre particulas puede despreciarse, y
no existen fuentes de calor, la funcién de presién P es la entalpia especifica,
con lo que podemos escribir (4.7) como

1
5 |u|2—|—h+gpm = Olinea' (411)

Es importante notar que aqui no es necesario que la entropia sea la mis-
ma para todas las particulas; como el flujo es estacionario las lineas de cor-
riente coinciden con las trayectorias, por lo que, como s se conserva para
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cada particula, sobre cada linea de corriente s es constante y puede entonces
definirse una funcién de presién vélida para cada linea (p es funcién de p y
de s, por lo que resulta funcién sélo de p en cada linea). De esta manera, s
puede no ser homogéneo (Vs # 0).

Si s se conserva en el movimiento de cada particula el flujo se denomina
isoentrépico; si ademds s es el mismo para todas las particulas, se denomina
homoentrépico.

En general vale la relacién de Gibbs para cualquier variacién de las vari-
ables termodindmicas de estado (no necesariamente una variacién debida a la
evolucion termodindmica de una particula dada), por lo que podemos escribir

1 d d,
Tds = de + pd <—> :de+d<73) P g
P P P P
y, por lo tanto, tomando variaciones espaciales a lo largo una direccién arbi-
traria,

1
;Vp: Vh—-TVs.

Podemos entonces escribir en general, para un caso en que se cumplan las
condiciones ii)-iv) (flujo no necesariamente barotrépico)

1
w><u—|—V(§|u|2+h—|—gpm> =TVs,

que se denomina relacién de Crocco. Para flujo isoentrépico, por (4.11),
podemos escribir
w XU+ VCinea = TVs.

De manera que vemos inmediatamente que si Cj,., vale lo mismo para todas
las lineas (VCjineqs = 0), un flujo que no sea homoentrépico (Vs # 0) debe
ser rotacional (w # 0). Por otro lado, si VCjye. = 0y el flujo es irrotacional,
también debe ser homentrépico.

4.2. Teoremas de la vorticidad

Como el rotor de un gradiente es idénticamente nulo, se tiene inmediata-

mente de (4.4)

du  Ow
XE:E—l—VX(wXu). (4.12)

Escribiendo en componentes cartesianas

v

Vx(wxu)], = €ij0; (rimwitm) =
(010 jm — Gims1) O (wWitm) = 0 (wiwy) — 0; (wju;) =
wi0juj + uj0jw; —w;0ju; = w(V-u)+(u:V)w—(w-V)ul,,
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donde se usé que la divergencia de un rotor es idénticamente nula: J;w; = 0.
Con esto, usando que

dw Ow
E - E + (u-V)w,

la expresién (4.12) se escribe

du dw
= ‘u) = (w- ) 4.1
V x = +w(V-u) —(w-V)u (4.13)

Por otro lado, como

1 1
V x (—Vp)] = %kﬁj <—8kp) =
p ; p
1 1
ik (0;p) (Op) = 3 VpxVpl;, (4.14)

(la derivada segunda de p se anula al contraerse con ¢;;;,) tomando el rotor
del miembro derecho de (4.2) tenemos

d 1
d—L:+w(V~u)—(w-V)u:?Vprp+V><f, (4.15)

donde f =1, + £,;;.
Esta ecuacién es valida en general. Supongamos ahora que:
i) La densidad es funcién sélo de la presién (barotropia), en cuyo caso

V p es paralelo a Vp. Asi,
1
V x (—Vp) =0,
p

1
Vp=VP, (4.16)

lo que implica que

donde P es la funcién de presién (4.6).
ii) f,, es conservativa: f,,, = =V, .
iii) Puede despreciarse f,;;.
Con estas tres condiciones (4.15) se reduce a

dw
E_i_w(v.u)_(w.V)u:O, (417)
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4.2.1. Teorema de evolucién de la vorticidad

La ecuacion (4.17) puede llevarse a una forma 1itil haciendo el cambio de
variable (en componentes cartesianas)

8Xz<t> XO)

Wi = aj

4.1
o (4.18)

donde a(x,t) es un campo auxiliar y X(¢,xg) la coordenada lagrangiana de
la particula de posicién inicial xg. Derivando (4.18) se tiene

dwi o %8Xl(t, Xo) 1 'an(t,Xo)

= - 4.1
dt dt 8$0j @ 8xoj ’ ( 9)

donde se usé que

dX(t, Xo) i aX(t, Xo)

dt 6t = U(t,Xo).

Por otro lado, como,
U(t,x0) = u (X(t,x9),1),
es

al’oj B 8$k 8x0j’

por lo que

4 8LL’0J' - Ga:k % (9ij B Ga:k
donde se usé la definicién (4.18). Reemplazando esta tltima en (4.19) y el
resultado en (4.13) se tiene inmediatamente

da; 0X, da; 0X; 0X;
2y 7 (Vou)= L= —(V-u)=0. 4.20
dt al‘gj tw ( U) dt al’oj + 4 al’oj ( U) ( )
Llamando J
y
bjzd—tj—l—aj(v-u),
iy — aﬂioj’

la ecuacién (4.20) se escribe matricialmente como B -b = 0 que, teniendo
en cuenta que el determinante de B es siempre distinto de cero ya que la
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transformacién de la posicién inicial X a la actual X debe ser invertible, s6lo
tiene la solucién trivial b = 0, o sea,

da;
5 Tu (Vo) =0,

que, usando (4.1), se escribe

da; ldp

a  Ypdr

d (lj
— () =0
dt(ﬂ) ’

que indica que a/p se conserva para cada particula en su movimiento: a/p =
a/pl,_o- En términos de la vorticidad esto es

o0, en forma mas til,

Wi . Q; 8Xl . Clj:| GXZ
p pOxo; p

)
1—0 O%o;

que si se evalta en t = 0 es

debido a que

8130]' =0 a.%'()j

De esta manera, la solucién de (4.13) es

= (4.21)

wi_ &] 0X;

)
1—0 0o,

que indica cémo evoluciona para cada particula la magnitud w/p desde el
valor inicial correspondiente w/pl,_,. Esto tiene un corolario muy impor-
tante: si la vorticidad de una particula es cero en algin instante, lo seguird
siendo en tiempos posteriores en las condiciones consideradas: la viscosidad
puede despreciarse, existe una funcién de presién y las fuerzas especifcas son
conservativas. En particular, si inicialmente el flujo es irrotacional, lo seguira
siendo en las condiciones mencionadas.

Por otro lado, diferenciando la posicién lagrangiana al tiempo ¢ respecto
de la posicién inicial es

0X;

81'()]'

d)(Z d.ﬁon, (422)
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que expresa que un pequeno vector dxy integrado por particulas de fluido
en t = 0, se transforma en ¢ en el vector dX indicado, constituido por las
mismas particulas de fluido. En particular, si se toma

dxg=¢ 2| (4.23)
P lt=0

con ¢ pequeiio, (4.21) y (4.22) indican que

X =2, (4.24)
p

esto es, en el curso del movimiento ambos vectores siguen siendo propor-
cionales a través de la misma constante €. Esto tiene una implicancia im-
portante: si definimos lineas de vorticidad, en analogia a lineas de corriente,
como aquellas que son tangentes al vector w; dxg elegido como indica (4.23)
es un elemento de longitud en una linea de vorticidad en ¢t = 0 y, por (4.24),
dX, que estd conformado por las mismas particulas fluidas, lo serd en tiempos
posteriores; es decir, las lineas de vorticidad estédn constituidas por particulas
de fluido.

Otra consecuencia de gran importancia, sobre todo para la comprensién
de la turbulencia, es que si se considera un fluido incompresible homogéneo,
por ser p = cte, (4.24) indica que si las particulas que conforman dX se van
separando en su movimiento (|dX| crece), la intensidad de w en ellas debe
crecer. En un movimineto caético las particulas tienden a separarse por lo
que la vorticidad tiende a incrementarse.

4.2.2. Teorema de Kelvin

Probemos ahora el teorema de Thomson (Lord Kelvin), de importantes
consecuencias practicas. Para esto consideremos un curva cerrada C(t) con-
formada por particulas fluidas y calculemos la circulacién del vector velocidad
a lo largo de la misma (que llamaremos simplemente circulacién y designare-
mos con I')

8X(t, X0>

Zoi

r(t) = 7{ w-dx = ¢ Ut xo)- dor, (4.25)
C(t) Co

donde en la ultima igualdad se expresé la integral usando la descripcion
lagrangiana, y se extendié por lo tanto la integral a la curva inicial Cy (re-
cuérdese que estamos integrando sobre una curva fluida). Como Cj es, por
supuesto, independiente del tiempo, la derivada temporal de (4.25) es trivial
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en la descripcion lagrangiana:

dI’ _% dU(t,Xo) ) 8X(t,x0)
Co

U(t
dwol. _|_ U(t’XO> . M

dx G-
dt axm Co a33'02‘ ’

i

Como

U(t 1 U|?
U(t,xo) - wdl’m = —f bl dzo; =0,
Co Lo 2 Co 8.%'01'

por ser la integral de un diferencial exacto sobre una curva cerrada, resulta

LTS TR P T P
dt Co dt 8.7301' C(t) dt

donde en la iltima igualdad se volvié a la descripcién euleriana. Nuevamente,
si se cumplen las condiciones i)-iii), usando (4.2) y (4.16) tenemos

dr 7{ du j{
= — . dx = — VP—}—gomdx:O, 4.27
dt C(t) dt C(t) ( ) ( )

nuevamente por ser la integral de un diferencial exacto sobre una curva cer-
rada. Este es el teorema de Thomson: la circulacién sobre una curva fluida
es constante en el tiempo, en las condiciones consideradas.

Consideremos ahora que el flujo no es barotrépico (se denomina en este
caso baroclinico. En tal caso, siempre despreciando las fuerzas viscosas y
considerando las fuerzas de masa conservativas, tenemos de (4.26), en lugar
de (4.27), usando el teorema de Stokes,

dl’ 1 1
—:—% —Vp~dX:—/ V><<—Vp>-nd5,
dt c@) P S[c)] p

que se reescribe, con (4.14),

a _ / e (VpxVp) - ndS. (4.28)
dt Jsiow) P*

Esta expresion es muy 1itil para determinar la circulacién inducida por efectos
baroclinicos. Imaginese, por ejemplo, aire en equilibrio hidrostatico sobre una
regién que presenta diferencia de temperatura; puede ser una zona costera, en
la que el sol calienta preferentemente la tierra respecto del agua. Las isobaras
serdn lineas horizontales (equilibrio hidrostético en el campo gravitatorio) y el
gradiente de presiéon un vector vertical que apunta hacia abajo. La densidad,
en cambio, variard en una direccién oblicua, cerca de la tierra méds caliente
serd menor que cerca del agua. De esta manera, tomando un circuito en
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el aire originalmente quieto, vemos de (4.28) que esta situacién estética no
puede mantenerse, y que se generard circulacién del aire desde el agua hacia
la tierra a baja altura, y de la tierra hacia el agua a alturas mayores (lo
inverso ocurre a la noche, cuando la tierra se enfria méds rapidamente que el
agua).

4.2.3. Teoremas de Helmholtz

Consideremos los denominados tubos de vorticidad, cuya superficie lateral
estd constituida por lineas de vorticidad, y la curva cerrada C' conformada
por las curvas C4, Cy, Ly y Lo, que se apoya sobre dicha superficie.

Ly y Ly estdn infinitamente préximas por lo que C; y C; pueden considerarse
curvas cerradas. Como por el teorema de Stokes es

j{u-dX:/ w-ndS =0, (4.29)
c S(C)

por ser w y n perpendiculares por construccion, separando C' en las distintas
curvas que la conforman, escribimos

%u~dx—|—]§ u-dx+/ u~dx+/ u-dx =0.
C1 Ca Ly Lo

Las integrales sobre L; y Lo se cancelan entre sf al estar infinitamente prox-
imas y ser recorridas en sentidos contrarios, mientras que al recorrer en un
tnico sentido C, la curva (' se recorre en sentido contrario a la Cs por lo
que la tltima expresion se escribe I'y —I'y = 0, que implica que la circulaciéon
a lo largo de cualquier curva que envuelva al tubo de vorticidad es la misma.
Esto es lo que dice el primer teorema de Helmholtz.
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Usando nuevamente el teorema de Stokes, podemos escribir esta circu-

lacién como
Fz}gu-dx:/ w-ndSs.
C1 S(Ch)

Si el tubo de vorticidad es muy estrecho se lo denomina hilo de vorticidad y
en él puede aproximarse I' = |w|S. La constancia de I" nos dice en particular
que los hilos de vorticidad no pueden comenzar ni terminar dentro del fluido,
ya que en tal caso serfa |w| = 0 y, por lo tanto, I' = 0. De esta manera, los
hilos de vorticidad o se extienden al infinito o comienzan y/o terminan en
los contornos, o son lineas cerradas. Otra forma de ver esto es que por ser w
un rotor su divergencia es nula, por lo que segin el teorema de Gauss el flujo
de vorticidad es cero a través de cualquier superficie cerrada; si una linea de
vorticidad terminase en el seno del fluido, un pequeno volumen que rodease
el punto donde la linea termina tendria claramente flujo de vorticidad no
nulo a través de su superficie (piénsese en el andlogo magnético: w anédlogo
al campo de induccién magnética B).

El segundo teorema de Helmholtz dice que las particulas sobre la superfi-
cie de un tubo de vorticidad permanecen sobre dicha superfice. En efecto, si
en un instante dado se toma una curva cerrada C' que no envuelva al tubo de
vorticidad; pero que se apoya sobre éste, se cumplird para aquélla la relacion
(4.29). Por el teorema de Thomson, la circulacién sobre la curva fluida for-
mada por los elementos que al instante considerado formaban la curva C'
seguird siendo nula, por lo que dichos elementos deben seguir estando sobre
la superficie del tubo de vorticidad, ya que si la curva concatenase lineas
de vorticidad del tubo se generaria circulacién a lo largo de ella (téngase en
cuenta que, salvo por la condicion de estar en un instante dado sobre un tubo
de vorticidad, la curva C' es arbitraria).

El tercer teorema de Helmholtz retine las consecuencias de los anteriores.
Al ser la circulacién la misma en cada instante para todo el tubo de vor-
ticidad, y al estar formadas sus paredes siempre por las mismas particulas
fluidas, la circulacion alrededor de un tubo de vorticidad es constante en el
tiempo (la misma para todo el tubo).

4.2.4. Teorema de Ertel (sistemas rotantes)

Cuando el flujo no es barotrépico los teoremas anteriores referidos a la
vorticidad pierden su utilidad. Sin embargo, existe un teorema aplicable en
flujos baroclinicos bajo ciertas condiciones. Como la baroclinicidad es usual
en flujos atmosféricos y ocednicos de gran escala, conviene de entrada deducir
el teorema en un sistema rotante; para usarlo en situaciones en que pueda
despreciarse la rotacion basta tomar la velocidad angular del sistema igual a
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cero. Volvamos entonces a considerar la ecuacién (4.2) pero ahora aplicada al
campo de velocidad medido respecto de un sistema que rota uniformemente
con velocidad angular €2, por lo que incluimos los términos adicionales de
Coriolis y centrifugo,

1
le_‘::__vp+fm—29><u—nxszxx+fmc. (4.30)
p

El término centrifugo se puede escribir como
1 2
QX Axx=-V §|Q><x\ :

Notemos al pasar entonces que, por ser (£2 X u) - dl = 0 para un diferen-
cial de longitud sobre una linea de corriente, puede obtenerse una integral
de Bernoulli también en este caso para flujo estacionario y barotrépico, f,,
conservativa y f,;,. despreciable, de la forma

1 1
5 |U.|2 + P -+ O — 5 |Q X X|2 = Clz’nea‘

Por otro lado,

V x (Q X u)]z = 5Z-jk(9j (5klleum) =
QO — o, = Q(V-u)—(Q-V)ul,,

por lo que al tomar el rotor de (4.30) obtenemos en lugar de (4.15) (luego de
pasar al miembro de la izquierda el término de Coriolis)

d 1
d—:’ Fwa(Vou) — (wo V)= S VpxVp+ ¥ x 1,

donde se ha definido la vorticidad absoluta
w, = w + 2€2,

que es la vorticidad del elemento de fluido medida en el sistema inercial. Por
otro lado, como d€2/dt = 0, podemos incluir un término 20 dentro de la
derivada temporal y escribir

1
7 +w, (V-u) — (w,:V)u = EVprij V x f. (4.31)

Comparando esta ecuacién con (4.15) vemos que, como es de esperar, los
teoremas deducidos antes para w son satisfechos por w, en sistemas rotantes.
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Si reemplazamos V - u en (4.31) usando la ecuacién de continuidad,

1dp
V- -u=_—--"t
" pdt’
podemos reescribir (4.31) como
d [w, . 1 1
£ (“’—) - (“’—-V) u=—VpxVp+-V xf. (4.32)
dt \ p P P p

Consideremos ahora una magnitud escalar © que es conservada para cada
particula (podria ser la entropia especifica en un fluido ideal, pero existen
otras posibiliadades); esto es

d® 00
— = 0O = 0.
ar  or
Tomando el gradiente de esta ecuacién verificamos facilmente que
d

y al multiplicar escalarmente esta ecuacién por w,/p tenemos

@i dgg__ (ﬁVu) .Vo. (4.33)
p di p

Multiplicando (4.32) escalarmente por VO y sumando a (4.33) obtenemos

4 (ﬁ-V@) —-Veo. vawi 1y« f} .
dt \ p I p

Por lo tanto, si

a) las fuerzas viscosas pueden despreciarse,

b) las fuerzas de masa son conservativas, y

c) el flujo es barotrépico o, aqui es donde estd la ventaja de este teo-
rema sobre otros, © es funcién de sélo p y p, con lo que su gradiente es
perpendicular a Vpx Vp, resulta entonces que

d (w, VO dll
— =— = 4.34
dt ( p > dt 0 (434)

que expresa la conservacion de la denominada vorticidad potencial II para
cada particula de fluido.

Sabemos que si pueden despreciarse los intercambios de calor, la entropia
especifica de las particulas se conserva en su movimiento, por lo que podria
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tomarse © = s. En la préactica es mds conveniente tomar a la temperatura
potencial en lugar de s. Temperatura potencial es la temperatura que tendria
la particula si se la llevase adiabdticamente a un estado de presién py, con
po un valor de referencia fijo. Si la entropia se conserva en el movimiento, al
llevar una particula dada a la presién pg en forma adiabatica, dicha particula
alcanzaria siempre la misma temperatura, cualquiera fuese su estado inicial;
esto es, cada particula conserva en su movimiento su temperatura potencial.
La temperatura potencial es una variable termodindmica pura y depende por
lo tanto de sélo p y p. Para un gas ideal de exponente adiabdtico v es facil
mostrar que la temperatura potencial es

@:T<@) n
p

Otra caso baroclinico de interés es el de un liquido, que es incompresible,
pero cuya densidad depende de la concentracién de algin elemento, como
por ejemplo la sal en el agua marina. Si la difusién de sal puede despreciarse
en la evolucién de interés, la concentracién de sal y, por lo tanto, la densidad
de cada particula se conservard en el movimiento, aunque pueda diferir de
una particula a otra y existir entonces un gradiente de densidad. Puede en
este caso definirse (es claro que se satisfacen las condiciones del teorema)

w,Vp

IT = .
p

En casos barotrépicos estacionarios, puede tomarse como magnitud con-
servada la constante de Bernoulli cuando ésta difiere linea a linea.

En general, en un flujo estacionario es claro que donde las lineas de cor-
riente se separan, la magnitud del gradiente de la cantidad conservada ©
disminuye; por (4.34) la componente de w,/p en la direccién en que separan
las lineas debe entonces aumentar (lo opuesto ocurre, por supuesto, si las
lineas se aproximan). La aplicacién de este hecho simple explica una serie de
fenémenos muy sorprendentes que ocurren en sistemas rotantes.



Capitulo 5

Flujo compresible estacionario

Consideremos el flujo de un fluido muy poco viscoso en un conducto largo
de drea suavemente variable. Para cuantificar esto digamos que el drea en un
punto dado del conducto tiene dimensiones caracteristicas L?. Se dice en-
tonces que el fluido es poco viscoso si la capa limite en la que la viscosidad es
importante es muy delgada comparada con L, y el drea suavemente variable
si la misma cambia poco en longitudes de orden L a lo largo del conducto.
Se observa en la prictica que en estas condiciones el campo de velocidades
es con muy buena aproximaciéon unidimensional, con componente sélo a lo
largo del conducto. Ademads, en las zonas donde no hay entrega externa de
calor el flujo puede considerarse isoentrépico. Asi, si el flujo que ingresa al
conducto es irrotacional y las fuerzas de masa son conservativas, en condi-
ciones estacionarias el flujo fuera de la capa limite se mantendra irrotacional
(teorema de Cauchy); por lo tanto, siendo que es también unidimensional
debe ser uniforme en toda el drea (fuera de la capa limite). Llamando z a la
coordenada a lo largo del conducto, que suponemos cartesiana (el conducto
es recto o de curvatura muy suave), designamos al drea como A(z) y a la
velocidad u(x) que, al ser muy delgada la capa limite, tomamos uniforme
en toda A. La masa por unidad de tiempo (caudal mdsico) que atraviesa
una seccién dada es entonces p(z)u(x)A(z) que en condiciones estacionarias
debe ser la misma que atraviesa cualquier otra seccién. Asi, llamando G al
caudal mésico, las ecuaciones que gobiernan este flujo son (las variables s6lo
dependen de z)

puld = G = cte, (5.1)
du 1dp
ds
-~ =0. 5.3
U (5.3)

43
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En (5.2) se ha despreciado la componente de fuerza de masa en z, ya sea
porque ésta es la gravedad y el conducto es horizontal, o porque en general
es pequena comparada con los otros términos. La ecuacién de la energia (5.3)
vale como estd escrita en las zonas del conducto donde no se entrega calor y
expresa, por supuesto, que s = cte. Por esto tltimo la presién es funcién de
sélo la densidad, por lo que podemos escribir

b _op\ dp_ i
de  Op),dx dx’

donde se ha introducido la velocidad del sonido local ¢(z). Asi, (5.2) puede
reescribirse
du c2dp
U— = ———,
dz p dx
que, introduciendo el nimero de Mach M = wu/c que es la velocidad del
flujo medida en unidades de la velocidad local del sonido, escribimos como
(considerando que todas las variables dependen sélo de z)
d d
S Ve (5.4)
p U
Esta expresion nos da un criterio para decidir si un flujo puede tratarse como
incompresible o no: si M? < 1, las variaciones de u producen cambios muy
pequenos de p por lo que el flujo puede tratarse como incompresible. Cuando
M es cercano a la unidad los efectos de compresibilidad son apreciables.
Reescribiendo (5.4) como

M?pdu = —udp = —d(pu) + pdu,

tenemos,

d(pu) = (1 — M?) pdu
que, usando (5.1), se reduce facilmente a

o\ du dA

(1—M )Z——I. (5.5)
Esta expresion indica que en un flujo subsénico (M < 1) una disminucién
del drea del conducto en la direccién del flujo aumenta la velocidad de éste,
mientras que en un flujo supersénico (M > 1), para aumentar la velocidad
se requiere que el drea crezca. Este hecho poco intuitivo da lugar a la forma
especial que tienen las toberas empleadas para acelerar fluidos: mientras el
flujo es subsénico el drea disminuye hasta un valor minimo A, (cuello de
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la tobera) en la que se alcanza M = 1; a partir de alli el drea crece junto con
el nimero de Mach.

Sabemos que para el flujo estacionario, isoentrépico y sin fuerzas de masa
que hemos considerado podemos escribir la integral de Bernoulli correspon-
diente como

1,
2u—|— cte,

donde ademés la constante es la misma para todo el flujo por ser éste irrota-
cional. El valor de esta constante es el de la entalpia especifica que tendria
el fluido si su velocidad fuese cero. Puede imaginarse el fluido encerrado en
un gran reservorio al que estuviera conectada la tobera; lejos de la entrada
de la tobera el fluido estd practicamente quieto y el valor de su entalpia lo
simbolizamos con h,, denominado valor de reservorio. Asi como la entalpia,
pueden definirse los valores de reservorio de todas las variables termodindmi-
cas como los que resultarfan si el fluido fuese llevado al reposo adiabética-
mente. Con esto, escribimos

%uQ + h = h,. (5.6)
Esta expresion vale en las zonas donde no hay entrega de calor ni efectos
viscosos. En las aplicaciones, al flujo dentro de toberas y otros conductos se
le entrega calor (por ejemplo quemando combustible dentro de un reactor
de aviacién), o trabajo (por medio de partes méviles como hélices y compre-
sores). Para tratar estos casos consideremos la ecuacién de la energfa total
(cinética més interna) en su forma integral sobre un volumen arbitrario

o (1 , 3 1,
/Va(§pu +pe>dx+/3p(§u +e)u-nd5

= /fv-ud3x+/t ~udS+/QVd3x+/—q -ndS. (5.7)
v s 1% s

Tomemos el volumen limitado por dos dreas transversales A; y A, del conduc-
to, junto con la pared del conducto entre estas dos dreas, mds otra superficie
interna que limita los mecanismos moéviles que entregan trabajo al fluido
(representado por la integral de t - udS extendida a esta superficie, sobre la
que los esfuerzos viscosos son importantes por lo que t no es simplemente
—pn). Ademds, consideramos con més generalidad que dentro del volumen se
entrega calor (dado por Qy mas lo que se entregue a través de los contornos
activos). Tomemos las dreas laterales A; y A, alejadas de los mecanismos
moviles y de la zona de entrega de calor para que allf valga lo supuesto arri-
ba: flujo unidimensional uniforme y fuerzas viscosas despreciables; el fluido
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entra en el volumen por A; y sale por Ay. Despreciando las fuerzas de vol-
umen (fyy ~ 0), la conduccién de calor entre particulas de fluido (q ~ 0), y
considerando flujo estacionario (lo cual es aproximado cerca de las superficies
moviles, aunque correcto en la practica) la (5.7) se escribe

1 1
{pu(—lﬂ—l—e—i—B)A] —{pu(—uZ—l—e—l—]—?)A] =Q+W,
2 p 5 2 p 1

donde se usé que u = 0 en las paredes del conducto, que las magnitudes son
uniformes sobre A; y As, y que en ellas vale t = —pn. Ademss, () es el calor
entregado por unidad de tiempo,

Q= / de?’:p/ —q -ndS,
\4 Sactivo

y W el trabajo por unidad de tiempo (potencia) hecho por las partes moéviles
sobre el fluido
W:/ ¢ -uds. (5.8)
Smévil

Si bien u-n # 0 sobre las superficies méviles, la integral

1
/ p(—u2—|—e)u-nd5
Smévil 2

tiene una contribucién muy pequena comparada con (5.8), lo mismo que la no
estacionariedad del flujo cercano a estas superficies, cuando éstas se disenan
correctamente (piénsese en una hélice delgada; la velocidad normal en un
punto de la misma es igual en ambos lados de las paletas o aspas, pero las
normales tienen sentidos contrarios, por lo que las contribuciones tienden a
cancelarse). Por otro lado, como el fluido sélo ingresa por A; y egresa por
A,, la conservacion de masa se escribe como

prur Ay = pyusAs = G,

por lo que, usando la definicién de entalpia especifica h = e 4 p/p, tenemos

G [(%Ug—th) - <%uf+h1>} =Q+W,

0, en términos de los valores de reservorio correspondientes a cada drea A; y
A27

Asi, (5.6) es aplicable entre zonas en las que no se entrega calor o trabajo
al fluido (sectores pasivos del conducto), mientras que el efecto de entregar
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calor y/o trabajo se cuantifica en términos del cambio de los valores de reser-
vorio de la entalpia especifica, calculable por (5.9), al atravesar la zona activa
del conducto.

Usando (5.5) y (5.6), junto con la ecuacién de estado, puede determinarse
el flujo si se conoce la forma del conducto A(x) (alternativamente puede
disenarse el conducto para tener el flujo deseado). Para el caso de un gas
ideal (que es una muy buena aproximacién en la préctica) esto se hace en
forma relativamente sencilla.

Para un gas ideal de exponente adiabdtico v y calor especifico a presién
constante ¢, tenemos la ecuacién de estado

v—1

p=Tc,pT. (5.10)

y la entalpfa especifica h = ¢,T". Usando que para evolucién adiabdtica es
p/p? = cte, la velocidad del sonido es

019) p
A=) =45 =(y-1)e,T = (y—1)h, 5.11
o) =) (v=1eT =(y—1) (5.11)

con lo que escribimos (5.6) como

u? c? 2

*

S

En téminos del nimero de Mach, podemos escribir

M2 1 1 2 1 T,

N—1T"’

+ =
2 y—1 ~v—-1c¢
de donde se despeja la relacién entre el nimero de Mach y la temperatura

T

L — (5.12)
1+ 51M?

de la cual, usando la ecuacién de estado (5.10) y la relacién adiabética escrita
en términos de los valores de reservorio como

pp 7 = pep,”,

se obtienen ficilmente

_ p.
P iy sy o (5:13)
2
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P
p= _— (5.14)
(1 + ’y;l MZ)I/(PY 1)

Para completar la solucién debe calcularse M como funcién del drea A
del conducto o tobera. Para esto usamos (5.4) y (5.5) para escribir

1- M?dp dA

M2 p A’
mientras que, de (5.14),
W _ gyt AL
p v— 11+ 5=M?
con lo que resulta
1— M? dM? _%

M2 24 (y—1)M2 A’ (5.15)

Se ve inmediatamente de esta expresién que M = 1 se alcanza donde el
drea tiene un extremo (dA = 0), el denominado cuello de la tobera, y que si
M < 1, M crece al disminuir A, mientras que si M > 1, M crece al aumentar
A. Por supuesto, para que el flujo se mueva a través de la tobera se requiere
una diferencia de presién entre los extremos de ésta. Si, comenzando con flujo
subsonico, la diferencia de presion es insuficiente para que se alcance M =1
en el cuello, (5.15) nos dice que alli M es méximo (dM? = 0), por lo que
el flujo sera siempre subsénico; al pasar el cuello M vuelve a disminuir por
lo que el conducto posterior al cuello no actiia como tobera sino como un
difusor (usado para frenar flujos). Por otro lado, si la diferencia de presién es
suficiente para alcanzar M = 1 en el cuello, el flujo pasara a ser supersénico
a partir de alli. El flujo en la tobera tendra las caracteristicas supuestas
de unidimensionalidad, estacionariedad, etc. sélo si el diseno de la misma
es correcto, tal que a la salida de la tobera la presién predicha por (5.13)
coincida con la presién externa (ambiente). Se dice en tal caso que la tobera
estd adaptada; una tobera desadaptada no es susceptible de célculos sencillos;
el flujo deja de ser aproximadamente unidimensional y aparecen superficies
de discontinuidad (ondas de choque y de rarefaccién) para ajustar la presion
desadaptada con la externa.

Finalmente, (5.15) puede integrarse analiticamente para dar

4 2 — %02 (v —1)M?+2 (+1)/(v=1)
Ao M2 | (y—1)MZ +2

, (5.16)
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con Agp un area de referencia en la que el mimero de Mach vale M,. La
expresion (5.16) da M (A) en forma implicita que, a partir de las (5.12)-(5.14)
proporciona las variables termodindmicas, de donde resulta ¢(A) por (5.11)
y, por lo tanto, el flujo como u(A) = M(A)c(A). Nétese que la temperatura,
presion y densidad disminuyen al aumentar el nimero de Mach, por lo que
también lo hace la velocidad del sonido; sin embargo, como muestra (5.5), la
velocidad es siempre creciente.



Capitulo 6

Flujo compresible no
estacionario

6.1. Caracteristicas

Si el flujo tiene componente de velocidad sélo en una direccién cartesiana,
que denominaremos x, y depende sélo de esta coordenada y del tiempo t:
u(x,t), para un fluido ideal (sin viscosidad ni conductividad térmica), y sin
entrega de calor, se tiene el sistema completo de ecuaciones

dp ap ou
a‘f‘ﬂa'}‘ﬂ@ =0, (61)
ou ou 10p

ds

= 0, (6.3)

donde p(z,t) es la densidad, p(x,t) es la presién y s(z,t) es la entropia
especifica. Por (6.3) la entropia de la particula de fluido se conserva en su
movimiento por lo que su presién es funcién sélo de la densidad (s es un
pardmetro fijo para cada particula). Consideremos el caso habitual en que
s es la misma para todas las particulas (flujo homoentrépico) como, por
ejemplo, en el flujo a partir de condiciones iniciales homogéneas. Con esto

puede escribirse

dp Op\ Op  ,0p

- = = _— e 6.4:

oz 8p)88x oz (6.4)
con c¢(z,t) la velocidad del sonido. Usando (6.4) en (6.2) y multiplicando a
(6.1) por ¢/p, escribimos el par de ecuaciones

ou ou cdp

20
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c@ c@ ou

Sumando (6.6) a (6.5) y reagrupando se obtiene
ou cOp du cdp\
E‘F;@‘I’(U‘F)(@‘F;%) , (6.7)
mientras que, restando (6.6) de (6.5) y reagrupando se obtiene
du cOp du cdp\

Como el flujo es homoentrépico, ¢ es la misma funcién de p para todas las
particulas, con lo que se puede definir un par de nuevas funciones auxiliares:

Jr=u+ / %dp, (6.9)

en términos de las cuales (6.7) y (6.8) se escriben respectivamente como

0.,

o + (u + ¢) B =0, (6.10)
0J_ 0J_

que, junto con (6.2), que se escribe para el flujo homoentrépico simplemente
como
s(x,t) = s, (6.12)

forman un sistema completo de ecuaciones equivalente al (6.1)-(6.3). La in-
terpretacion de (6.10) y (6.11) es, sin embargo, inmediata: .J; es constante a
lo largo de la curva C'; definida en el plano (x,t) por

d

d—f =u+te (6.13)
mientras que J_ es constante a lo largo de la curva C'_ definida por

d

d—f =u—c. (6.14)

(. son las denominadas curvas caracteristicas, y J1 los llamados invariantes
de Riemann. Por cada punto (zo, ty) pasa una tinica C'; y una tnica C_, cada
una de ellas “transportando” el valor del invariante de Riemann J(z1,0) y
J_(x4,0), respectivamente, determinados por las condiciones iniciales u(x, 0)
y ¢(x,0) a través de las relaciones (6.9).
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;
C Cy
f!.‘)
J(x,0) J5,,0)
xa’ xl’)‘ xf X
cond. 1niciales
determinantes

en (¥,,4)
Caracteristicas en el plano (x,t)

Invirtiendo estas relaciones se obtienen u(Jy, J_) y ¢(J4, J-) y pueden en-
tonces calcularse las cararacteristicas usando (6.13) y (6.14). Como J; es
constante sobre C',, la forma de esta caracteristica estard determinada por
los distintos valores de J_ que encuentra en su camino, mientras lo comple-
mentario ocurre para C_, lo que define el dominio de condiciones iniciales
que determinan los valores de los campos en (g, tg).

Consideremos un tubo semiinfinito, limitado por un pistén mévil que, a
partir de una posicién inicial =, = 0, describe una trayectoria x,(t) prefijada.
Sien t = 0 el fluido se encuentra en la regién x > 0 y las condiciones iniciales
son homogéneas, entonces el valor de todos los invariantes .JJ, que se originan
en esa region es unico y lo propio sucederd con los J_. Asi, todos los puntos
del plano (z,t) en los que se intersecten dos caracteristicas provenientes de
esta regién tendréan iguales valores de J, e iguales valores de J_; esto es, los
valores de u y de ¢ serdn uniformes, iguales a los del fluido imperturbado, y
corresponderan a los puntos del fluido que todavia no han sido perturbados
por el movimiento del piston.

En ¢ > 0 el fluido ocupa la regién a la derecha de z,(t) por lo que una
curva caracterfstica C'_ que se originase en el gas en contacto con el pistén
estarfa descripta por

dr  dz,

dat a7
donde ¢, es el valor de la velocidad del sonido correspondiente a las condi-
ciones del fluido en contacto con el pistén, que es una magnitud definida
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positiva. Sin embargo, es claro que tales caracteristicas corresponderian a
zonas a la izquierda del piston (fuera de la regién de fluido) por lo que sélo
caracteristicas C'; pueden emerger desde el piston. Asi, todas las caracteris-
ticas C'_ provienen de regiones del semieje x > 0 y transportan por lo tanto
el mismo valor de J_. En estas condiciones, como las curvas caracteristicas
C estédn dadas por (6.13)

dz

% :u(J+,J_) +C(J+,J_), (615)
y dado que J, es constante por construccién sobre C',, mientras que J_ es
constante en todo el plano (z,t), el lado derecho de (6.15) es entonces con-
stante (aunque diferente en general para cada C); esto es, las caracteristicas

(' son rectas en el plano (x,t):
r = (u+c)t + Cte, (6.16)

donde la constante depende del valor de J,.

De esta manera la solucién exacta es muy sencilla de construir:

a) Usando (6.9) se calcula la forma explicita de Ji, que, como hay una
relacién univoca entre ¢ y o, conviene escribir como

Jr =u+G(e), (6.17)

donde G(c) es el resultado de la integral en (6.9); en particular, para el caso
de un gas perfecto de exponente adiabdtico v, esta funcién es simplemente
(probarlo)

Gop = o— (6.18)
De (6.17) se tiene entonces
1
1
G(c) = §(J+ —J_). (6.20)

b) Para condiciones iniciales homogéneas en z > 0: u(z,0) = g, c(x,0) =
o, por lo dicho més arriba, es

J_ =wug— G(cg) = cte,

que al reemplazarse en (6.19) y (6.20) permite eliminar entre ambas a J
para escribir
G(c) =u—up+ Glcp),
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que puede invertirse (es trivial en el caso del gas perfecto (6.18)) para dar
¢ = F(u,ug, ). (6.21)
c¢) Como las C son las rectas (6.16) tenemos
x = [u+ F(u,ug,cy)]t + Cte, (6.22)

que, como la pendiente es constante, indica que u debe ser constante sobre
la caracteristica. Para fijar la constante de integracién basta aplicar (6.22)
al gas en contacto con el pistén que, por condicién de contorno, tiene igual
velocidad que éste en un dado ¢,:

Cte = H(tp) = zp(tp) — [up(ty) + Fup(ty), uo, co)l tp,

zp(t) es la trayectoria dada del pistén y, por supuesto, u,(t) = dz,/dt. De
esta manera se obtiene finalmente

= [u+ F(u,ug,co)|t + H(tp). (6.23)

Como u es constante sobre (6.22), para cada (z,t), debe resolverse (6.23),
evaluado en u = wu,(t,), para hallar el ¢, correspondiente y obtener el u(z,t);
conocido éste, de (6.21) se obtiene el campo ¢(z,t) y, usando la condicién de
homoentropia s(x,t) = sg, pueden calcularse todas las magnitudes termod-
indmicas al conocerse dos de ellas: c y s.

Es interesante notar que el flujo de aguas poco profundas con fondo plano
puede describirse por el sistema de ecuaciones

oh

E—FV'(}LU)—O,
ou
E—i—(u-V)u—f—th:O,

donde h es la altura del fluido medida desde el fondo. En el caso unidi-
mensional cartesiano (canal recto de seccién constante) estas ecuaciones se
pueden escribir como

oh oh ou
ou ou cOh
—tu—+c-— =0,

donde ¢®* = gh. La comparacién de estas ecuaciones con las (6.1) y (6.5)
indica que todo el formalismo anterior puede aplicarse al caso mencionado
haciendo la identificacién p <+ h, y tomando ¢ = /gh. El cédlculo inmediato
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de los Ji correspondientes y su comparacién con los de un gas ideal indica
ademads que el flujo de aguas poco profundas corresponde al de un gas ideal
de exponente adiabdtico v = 2.

Particularmente sencilla es la solucién del problema de la expansion siibita
de un gas en el vacio (siempre dentro de un conducto de seccién constante;
por ejemplo, al quitar la division dentro de un tubo que separa una mitad
que contiene gas de otra que se encuentra al vacio). Para el caso de aguas
poco profundas el problema corresponde al rompimiento de un dique que
contiene inicialmente al liquido quieto, y que se derrama luego sobre la parte
inicialmente seca del canal.

Supongamos entonces que el gas (o liquido) se encuentran inicialmente
en reposo y con magnitudes termodindmicas constantes en la zona de z < 0,
y que en t = 0 se quita stibitamente la barrera en z = 0 que lo contiene. El
frente que avanza entonces hacia la derecha, andlogamente al caso del piston,
no emite caracteristicas C'; dentro de la zona del plano (x,t) ocupada por el
flujo, de manera que las inicas C';, provienen de la zona inicialmente ocupada
por el gas (liquido) y llevan por lo tanto valores constantes J; = 2¢q/ (7 — 1),
donde ¢ es la correspondiente a las condiciones iniciales ( ¢g = v/gho para el
liquido, con hg la altura inicial). Conocido el valor de J,; se despeja de (6.19)
y (6.20) la relacién entre ¢ y u:

v—1

C=Cy—
2

u. (6.24)

Como en el frente la densidad (o altura) tienden a cero, la ¢ correspondiente
es nula y la velocidad del frente resulta de (6.24) up = 2¢/ (v — 1), que es
entonces constante. Como J, es uniforme las C'_ resultan ser rectas; por otro
lado, como ¢ = 0 en el frente, éste no emite C'_ hacia la regién del fluido en
ningun ¢ > 0 (las C_ emitidas son paralelas al frente), por lo que todas las
rectas C'_ que corresponden a movimiento de fluido pasan por el origen del
plano (z,t). Asi, las C_ tienen la expresién

1
r=(u—c)t= (7; u—co)t,

de donde se despeja

2 T
=— |- 6.25
=rrr(rra), (629
expresion que es valida entre el frente xp = 2¢yt/ (7 — 1) y la caracteristica
C_ dada por x = —cgt, que limita el fluido quieto del mévil. De (6.24) y
(6.25) se deduce que
2 -1
c=—20 -7 (6.26)

y+1 y+1t
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En particular, para el caso del rompimiento del dique es ¢ = \/gh y v = 2,
por lo que se deduce de (6.26)

4 T 2
h=—hy(1l——"ou-] .
9 O( 2\/9[1075)

6.2. Ondas de choque

Un punto muy importante es que las soluciones obtenidas en el caso del
pistén moévil son vélidas mientras no haya cruces de igual tipo de caracteris-
ticas. En efecto, si dos C se cruzaran en un dado punto (z,t) significaria
que éste tendria dos valores distintos de J., esto es, el flujo serfa multivalu-
ado (recuérdese que el valor de J_ es constante, por lo que dos C; pueden
cruzarse sélo si tienen distintos valores de J. y, por lo tanto, distintas pen-
dientes). De la expresion de la pendiente de las C' en (6.22): u+ F'(u, ug, ¢o)
puede determinarse si puede haber cruce de estas caracteristicas. En caso de
que asi fuera, la solucién obtenida serd véalida sélo hasta cerca del instante
en que se produzca el primer cruce: en las cercanfas de este punto, a re-
giones muy cercanas del espacio le corresponderan valores muy distintos de
J. y, por lo tanto, de las distintas magnitudes del flujo; en estas condiciones,
las derivadas espaciales son muy importantes y los efectos de viscosidad y
conductividad térmica no pueden ignorarse. El efecto de éstos es impedir la
formacién de un flujo multivaluado y el resultado en el limite de viscosidad
y conductividad térmica tendiendo a cero es un flujo discontinuo.

Imaginemos que la discontinuidad de las variables del flujo tiene lugar
sobre una superficie, que es denominada onda o frente de choque, y tomemos
un volumen de fluido en forma de pequeno cilindro que corte la superficie de
discontinuidad con sus tapas paralelas a ella. Las leyes de conservacién para
dicho volumen se escriben genéricamente como

%dV#—jéfu-ndS:/AdV—l—]{B-ndS, (6.27)
donde A y B son los “forzantes” de volumen y de superficie correspondientes
al f(z,t) en cuestién. Note que para deducir (6.27) se deben suponer magni-
tudes continuas (se ha hecho uso de una expansién de Taylor); sin embargo,
puede pensarse que dicha relaciéon fue deducida para el flujo con viscosidad y
conductividad finitas, y que luego éstas tienden a cero, sin alcanzar este valor
estrictamente. El punto es que si la altura del cilindro tiende a cero mante-
niendo siempre una tapa de cada lado de la discontinuidad, las integrales de
volumen en (6.27) no contribuyen por no diverger los integrandos mientras
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el volumen tiende a cero. En el caso de A esto es claro, pero en el caso de
Jf /0t, para que el integrando no diverja debe pedirse que la discontinuidad
esté quieta, dado que de otra manera el valor de f en un punto fijo del espa-
cio dentro del volumen cambiarfa discontinuamente al pasar por alli el frente
de choque, y la derivada temporal divergeria. Con esto, debe considerarse el
sistema, de referencia en el que el choque estd instantdneamente en reposo,
por lo que las velocidades indicadas son medidas en este referencial, donde
basta evaluar las integrales de superficie considerando que las tapas tienen
una superficie diferencial (la misma para ambas) lo que da simplemente

fluln - Bln = f2u2n - B2n7 (628)

donde 1 y 2 se refieren a cada lado de la superficie y u,, y B,, se refieren a la
proyeccion sobre la direccién normal a la misma con sentido de 1 hacia 2.
Para la conservacién de la masa es f = oy B =0, con lo que se tiene

PLlUin = Oxloy. (6.29)

R —
Para la conservacién de la cantidad de movimientoes f =puy B = T,
con lo que se tiene para la componente normal a la superficie

P1UinUln — Tlnn = 0qU2nU2n — T2nn7 (630)

mientras que para la componente tangencial a la superficie resulta
Prurttn — Tin = OxUzttizn — Topn. (6.31)

<>
Para la conservacién de la energia es f = p(e + u?/2) y B=u-T, con
u? = u? + u?, resultando

P11l €1 + E Uty — 111'T1'n = pPa2| €2 + ? U2y — UQ'TQ'H. (632)
Para el caso de un fluido ideal en el que T;; = —pd,;, las tres tltimas relaciones
se escriben

P1UL, + D1 = potid, + P2,

P1U1tU1n = O9U2tU2n,
2

2
Uy Uy
P1 (61 + ?) Utp + P1ULL = Py (62 + E) Ugn + P2Uop,

que, usando la conservacién de la masa (6.29) escrita como

P1Uin = OU2n = j7 (633)
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se simplifican para dar

J Utn + p1 = J U2p + P2, (6.34)

jult = jUQt, (635)

2 2
j <h1 n %) — <h2 n %) , (6.36)

donde se ha usado la entalpfa especifica h = e + p/p.

Si no existe fluyjo de masa a través de la superficie de discontinuidad (
j = 0), las ecuaciones anteriores sélo imponen que p; = ps, continuidad de los
esfuerzos, mientras que las demdas magnitudes pueden tener discontinuidades
arbitrarias; este tipo de discontinuidad es denominada tangencial.

Para el caso méds interesante de una discontinuidad no tangencial (j # 0),
se tiene por (6.35) que la velocidad tangencial debe ser continua: uy; = g,
con lo que los téminos de u? se cancelan en (6.36) y se obtiene un conjunto
de relaciones desacopladas para las componentes tangencial y normal:

Ue = Uy, (6.37)

P11 = QgU2n = J, (6.38)

J Uin +p1 = J U2n + P2, (6.39)
U2 W2

hy + % = hy + % (6.40)

Si la velocidad no tiene componente tangencial a la discontinuidad, el choque
se denomina normal; si existe componente tangecial no nula el choque es
denominado oblicuo. Las relaciones (6.37)-(6.40) permiten determinar el flujo
a un lado de la discontinuidad, conocidos sus valores en el otro. Nétese que a
pesar de su aspecto “estacionario”, estas relaciones son validas aun para flujos
no estacionarios; la tnica precaucion es que las velocidades del fluido son
relativas al frente de choque, esto es, corresponden al sistema de referencia
en el que el choque estd instantdneamente en reposo, que puede cambiar
instante a instante. Con esta misma consideraciéon, por la continuidad de
velocidades tangenciales, siempre puede elegirse un sistema de referencia en
el que dicha componente de velocidad sea cero, esto es, en el que el choque sea
normal; las relaciones de choque oblicuo pueden luego obtenerse cambiando
apropiadamente de sistema de referencia.

Consideremos entonces un choque normal (uy; = ug, = 0), por lo que en
las expresiones (6.38)-(6.40) dejaremos de lado el subindice n que es ahora
redundante. Para fijar una convencién 1til, tomaremos a las magnitudes con
subindice 1 como las correspondientes al fluido que no ha sido afectado por
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la onda de choque, que al ser actuado por ésta pasa a tener magnitudes
con subindice 2. Conviene ademds usar el volumen especifico v = 1/p para
simplificar las expresiones. De esta manera, escribimos usando (6.38)

ULQ = L = jULQ. (641)
P12

Reemplazando u; 5 en (6.39) con (6.41) y reordenando se tiene

p2—p1 = —j*(v2 — v1), (6.42)

lo que expresa que, en un diagrama termodindmico (v,p), los estados del
fluido a ambos lados del choque yacen sobre la recta (6.42), denominada
recta de Rayleigh.

Si ahora reemplazamos w2 en (6.40) con (6.41) obtenemos luego de re-

ordenar Y

hy — hy = —%(Ug —}); (6.43)
como

72 (v —v}) = j*(v2 — v1) (V2 + v1) = —(p2 — p1) (V2 + V1),
donde se ha usado (6.42) para escribir la tltima igualdad, (6.43) puede es-
cribirse como

1
hy —hy = §(P2 — p1)(ve +v1), (6.44)

que se conoce como la curva adiabdtica de Rankine-Hugoniot, que puede ser
trazada para cada sustancia en el plano (v, p) dando la expresién h(p,v). La
razén de la nomenclatura es que, de la definicién h = e 4 pv, y de la relacion
de Gibbs de = —pdv + T'ds, resulta inmediatamente que dh = T'ds 4+ vdp. En
una evolucién adiabética es entonces dh = vdp, mientras que, escribiendo en
(6.44) hy = hi+Ah, py = p1+Ap, y va = v1+Auw, se obtiene inmediatamente

1
Ah = viAp + §AUA]),

por lo que, para cambios infinitesimales, la evolucién dada por (6.44) difiere
de una adiabética “verdadera” (denominada de Poisson) en infinitésimos de
orden dos. Sin embargo, los cambios de estado del fluido debidos a la on-
da de choque son finitos (estdén determinados por la interseccién de (6.42) y
(6.44)), con lo que llegamos a una conclusién importante: el choque produce
un cambio de entropia en el fluido chocado; la evolucién adiabéatica supues-
ta en el caso de no tener discontinuidades ya no es védlida. Otra conclusiéon



CAPITULO 6. FLUJO COMPRESIBLE NO ESTACIONARIO 60

importante es que, como fuera de la discontinuidad la conductividad térmica
puede despreciarse, el fluido constituye un sistema térmicamente aislado por
lo que su entropfa no puede disminuir; el cambio producido por la onda de
choque debe corresponder por lo tanto a un incremento de la entropia del
fluido. Como veremos a continuacién para un gas perfecto (y en general vali-
do para las sustancias en que 9%v/dp?), > 0), esto implica que el pasaje de
la onda de choque comprime el gas; una onda de choque que descomprimiera
el gas a su paso generarfa un descenso de entropifa en un sistema térmica-
mente aislado, lo que contradice el segundo principio de la termodindmica.
En general, tenemos

o Op\ _ 5,0p\ _ 5, 0p
== =—v"— | =—-v"— :
op) ov ) ov ) py

donde RH representa la adiabdtica de Rankine-Hugoniot, y la iltima igual-
dad es debido a que el contacto entre las adiabédticas de Poisson y de R-H es
de segundo orden. De esta manera,
2 )
M2, = % = (6.45)
1,2 %)RH 1,2
Por la condicién que los estados inicial y final estén simultaneamente sobre
la recta de Rayleigh y sobre la adiabdtica de Rankine-Hugoniot, la (6.45)
indica que en general para el gas no chocado es M > 1, mientras que para el
chocado M < 1. Asi, el choque se mueve en forma supersénica respecto del
gas no afectado, y subsénica en el gas chocado.
Para el caso de un gas perfecto de exponente adiabatico v la velocidad
del sonido es

op
2 _ —
= Q)S Ypu, (6.46)

con lo que, usando el nimero de Mach M = u/c,

o 2 2 a2 2
Ju12 = Py Ui g = P12C1 o Mio = Yp12Mi,

y, al reemplazar en (6.39) se obtiene, luego de reordenar,

1 M?
P2 _ ng (6.47)
p1 1+yM;

Por otro lado, de (6.41),

2.2 _ .2 _ 2 ar2 2
JT g = Uiy = oMy 5 = yp12v12M7 5,
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de donde

2
v ’Ypl,QMLz
1,2 = . )
’ 2

J

y, por lo tanto,
M?2 M21 M?
V2 _ by 520N (6.48)
v Mipt  Mil+~M;
donde se usé (6.47).
Si se usa ahora la expresién de la entalpia especifica del gas perfecto

puede escribirse (6.44) como

1
#(mw —pvy) = 5(172 —p1)(v2 + V1),

que al dividir ambos miembros por p;v; se reescribe

1
G ()
v =1\ ;v 2 \; N

Si en esta expresion se reemplazan las expresiones (6.47) y (6.48) se ob-
tiene una expresién que contiene sélo a M; o que puede ser resuelta para Mo
obteniéndose dos raices; una es My = M, que corresponde a variables con-
tinuas (solucién trivial de las relaciones (6.38)-(6.40)); la solucién de interés
es

2 (y—-1)M 12 +2

2 yME 41—
Esta expresion relaciona el nimero de Mach del gas chocado (2) con el del
gas sin chocar (1). Como u; es la velocidad del gas sin chocar en el sistema
del choque, éste se mueve respecto al gas con velocidad —u;, de manera que
M} puede interpretarse como el cuadrado del mimero de Mach del choque
respecto al gas no chocado mientras que, andlogamente, M2 corresponde al
cuadrado del nimero de Mach del choque respecto al gas chocado. Puede
verse facilmente de (6.49) que si M; > 1 = M, < 1. En particular, si
My — 00 = My — (v —1)/(27).

Reemplazando (6.49) en (6.47) y (6.48) se obtienen las relaciones titiles

(6.49)

2yME 4+ 11—~
kit S — 6.50
P2 =n Y1 ) ( )
—1)M2+2
Vg = U1 (’7 ) L + (651)

(v+1) M7
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2yME+1—9)[(y—1) M} +2]
(v +1)" M7

donde para la iltima se usé la relacion de gas perfecto pv/T = cte. Estas
expresiones relacionan las magnitudes del gas chocado con aquellas del gas sin
chocar, y junto con (6.49) proporcionan el sistema completo de condiciones
de salto a través de la discontinuidad.

Para el gas perfecto, la variaciéon de entropfa entre el estado del gas choca-
do y sin chocar estda dada por

-
32—31:@111[]2 (%) ],
Y P1 \V1

que, por lo discutido més arriba, debe ser positiva, o sea,

)
P2 (_) o1,
P1 \ U1

Si en esta condicién se usan (6.50) y (6.51) se concluye que debe ser M2 > 1;
esto es, el choque debe ser supersénico respecto al gas no chocado; ademés,
de (6.50) se ve inmediatamente que debe ser py > p.

Para el caso de aguas poco profundas el equivalente a la onda de choque
se denomina salto hidraulico, que se manifiesta en una variacién sibita de
la altura del liquido, usualmente observada en las piletas de cocina. Para su
estudio consideremos el sistema de referencia en el que el salto es estacionario,
y suponemos que el liquido se mueve en ese sistema de izquierda a derecha.
A la izquierda del salto (liquido no afectado) las magnitudes son hy y us; a la
derecha (liquido que ha sufrido el salto) se tiene hs y us. Si se usa un volumen
de control que incluye la superficie libre del salto y se cierra por dos tapas,
a izquierda y derecha del salto, la expresién integral de la conservacion de la
masa conduce inmediatamente a

T, =T,

: (6.52)

u1h1 = u2h2. (653)

Suponemos ademds que que sélo las fuerzas de presién y de gravedad
afectan a la cantidad de movimiento (se desprecian fuerzas viscosas), lo que
lleva a la condicién integral sobre la superficie del volumen considerado

%puu-ndS:]{—pndS—l—/png.

La componente horizontal de esta ecuacion resulta en

w2hy + ghf = uhy + ghg, (6.54)
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donde debe tenerse cuidado de considerar la contribucién de la presion ex-
terna pg en las partes de la superficie libre con normal horizontal, y efectuar
la integracién de la presién hidrostética en cada tapa.

En este punto es 1itil introducir el anédlogo al nimero de Mach, que se
denomina en este contexto nimero de Froude

F=—,

Vgh'

el flujo con F < 1 se denomina suberitico y el correspondiente a F > 1
supercritico. Usando esta definicién las (6.53) y (6.54) permiten despejar los
valores de F' a cada lado del salto

1h2 hg 1hl hl
== (14— ), Ff=c—(1+—
1 2h1< +h1)’ 2 2h2( +h2)7

por lo que si ha/hy > 1 es F} > 1y Fy < 1; esto es, el flujo del fluido no
afectado por el salto es supercritico y el del afectado subcritico, lo que es
andlogo al caso del choque normal en gases. Por supuesto, la conclusién seria
opuesta si fuese hy/h; < 1; veamos que esto no es posible, de manera que
siempre la altura del fluido debe aumentar con el salto, y pasar de supercritico
a subcritico. Para esto consideremos la conservacion de la energfa en su forma
integral sobre el volumen antes considerado

2
j{p%u'ndS:%—pu'ndS—i-Wg—i-WD,

donde W es el trabajo hecho por la fuerza de gravedad y Wp es la energfa
disipada por unidad de tiempo que, a diferencia del caso de choque en gases,
no puede despreciarse en este contexto. La evaluacién de las integrales es
inmediata; W, es facilmente calculable teniendo en cuenta que, por unidad
de tiempo, ingresa al volumen de control un cantidad de masa puih;, con
centro de masa de altura h;/2, y egresa pushs con centro de masa de altura
hs/2, de manera que

hy hy
Wy = pguihi— — pgusha—-,
2 2
que coincide con la expresion del trabajo de la presién, de manera que

Wp = g (u3he — ulhy) + pgushi — pguihi =

1 1
pushs (51@ + ghg) — puihy (Euf + ghl) )
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Usando a (6.53) y (6.54) se puede reescribir Wp como

_ puyg 1 \3
Wp = 1y (h1 — ha)”.

Dado que debe ser W < 0 por corresponder a una disipacién, tenemos
ho > hi. Notese que si se hubiera supuesto a priori que la disipacion de
energia podia ser despreciada (por ejemplo considerando que tiende a cero
al tender a cero el volumen de la zona considerada) se obtendria hy = hy,
esto es, no habria salto. Mecanismos turbulentos son entonces necesarios en
el salto para incrementar las pérdidas disipativas més alld de las posibles en
un flujo laminar de baja viscosidad.



Capitulo 7

Flujo 2-D incompresible

Consideremos un sistema de coordenadas ortogonales, en general curvilineas,
(o, B,7). Supongamos que un fluido incompresible se mueve contenido en su-
perficies v = cte y que su flujo no depende de ~. Elegimos ahora un volumen
V' limitado por dos superficies v = v, ¥y v = 7, + A7, mds una superficie
lateral de generatrices perpendiculares a ambas superficies. Como V -u =0
el teorema de Gauss aplicado a ese volumen es

/V-udV:j{ undS =0.
1% 5(V)

Como u L n en las superficies v = v, y 7 = 7, + A7, la contribucién a la
integral de superficie se limita a la superficie lateral

/ undS = 0.
Slat.

Llamando C a la curva que es la interseccién entre la superficie lateral y la
superficie 7 = 7,, v dl al vector diferencial de longitud a lo largo de C, es
dS = |dl| Ah, con Ah la “altura” local de la superficie lateral. En el limite
en que Ah — 0, podemos escribir Ay = |V~v| Ah con todo lo cual

A
fuﬁmp;lza
c V7]

Dado que A~ es constante, y que

nldl]  dlx Vy
V9 VA2

dl x V-~ ]{ Vyxu
w———L = ¢ dl-——— =0,
i (V2 ¢ |1V

65

podemos escribir
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donde en la expresién intermedia se usé la conmutatividad ciclica del pro-
ducto mixto. De esta expresién deducimos entonces que, como C es cerrada,
pero arbitraria, el integrando debe ser un diferencial exacto, o sea,

Vyxu

VAR vy

Multiplicando vectorialmente a derecha esta igualdad por V< obtenemos
inmediatamente que

u=VixVh. (7.1)

La funcién escalar ¥ (a, 3) es la llamada funcién de corriente. Es claro
de (7.1) que u L V1 por lo que la lineas ) = cte son lineas de corriente.
Ademds, el caudal AQ) a través de una superficie de altura Ah, perpendicular
a las superficies v = v, y v = 7, + A7, que intersecta al plano v = 7, en una
curva C, en general no cerrada, es

AQ = /u-ﬁ|dl| Ah = /u~dlx—v;7A7 = /d1~V¢A7 = AYPAr,
I C |V7| C

con At la diferencia del valor de ¢ entre los extremos de la curva. Esto vale
en el limite Ah — 0, por lo que, con més propiedad, Ayp = AQ/A~, es el
caudal por unidad de “coordenada perpendicular +”. Convencionalmente se
toma el caudal que atraviesa la curva de izquierda a derecha, mientras se
recorre la curva del punto inicial A al final B:

AQ
— =¢(B) —Y(A).
A, = V(B) —u(4)
Finalmente, notemos que puede a veces agregarse una componente de
velocidad perpendicular al flujo plano (paralela a V+) que no dependa de ~,
para escribir
u=VyYxVy+ JV~.

Como el primer término cumple por construccién que su divergencia es nula,
el término agregado debe satisfacer

V- (JV7y)=VJ-Vy+ JViy =0.

En coordenadas curvilineas ortogonales, al ser J(a, ), es V.J-V~ = 0 idén-
ticamente, por lo que se requiere que V?y = 0. Esta tltima condicién no se
cumple, por ejemplo, si v es una coordenada radial cilindrica o esférica.
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7.1. Aplicacién a la ecuacion de Navier-Stokes

Consideremos la ecuacién de Navier-Stokes para un fluido homogéneo e
incompresible, con fuerzas de masa potenciales
ou
— +u-Vu=-V — Vo, + vV
ot (p) o
Si consideramos un flujo muy lento y muy viscoso en el que u - Vu puede
despreciarse frente a vV*u (el llamado lfmite de niimero de Reynolds tendi-
endo a cero)

Ou
i -V <,0 + <pM> + vV, (7.2)
al tomar el rotor de (7.2), y usar que
Vu=V(V-u)-VxVxu=-V xuw, (7.3)
junto con
V. w =0,
se obtiene 5
w 2
= A4
e =vViw (7.4)

En un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales podemos escribir
en general que
dx = hodae, + hgdf ez + hydye,,

donde (e,, es, e,) forman una terna ortonormal derecha local, y hq, hg, y
h~ son funciones positivas que dependen de las coordenadas (o, 3, 7).
Usando que, para una funcién escalar ¢ vale que
0 0 0
dp = (bd + —gdﬁ + —¢ dry
= ng dx = Va0 h, da + Vo hgdf + V¢ hdy,

que debe ser ademds vélido para da, df y dvy arbitrarios, tenemos que V¢
en el sistema curvilineo es

€a 09 €3 0¢ €09

Vo= 9 hs 0B ' hy Oy

(7.5)

Del teorema de la divergencia aplicado a un volumen infinitesimal tenemos
que, para un campo vectorial A, es

lim 1
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Usando ademds que para un elemento de volumen infinitesimal con caras
sobre las superficies coordenadas tenemos que

AV = hohsh,dadBdy,

y que, por ejemplo, el elemento de superficie contenido en la superficie v = cte
es
dS = hohgdadp,

con expresiones andlogas para los otros elementos de superficie, podemos ver
facilmente que
1

VA= o

0

aa (hﬁh’YAa)

op

El laplaciano de un campo escalar puede entonces escribirse, de (7.5) y

(7.6),
Vi = 1 {8 (hgh 8gz5)+ (h oy 6¢>+ (h hgaqﬁ)} .
hohghy |0 \ hy O 0B\ hs 0B hy, Oy
(7.7)
Finalmente, del teorema de Stokes para una curva infintesimal C' formada
por lineas coordenadas sobre la superficie a« = cte (que encierra la superficie

AS con normal e,) podemos escribir que la componente « del rotor de un
campo vectorial A es

+ 2 hahyAl) + a% (hahﬂAﬂ,)] . (76)

lim
(VxA), = ASHOAS?{A dl.

Evaluando el lado derecho obtenemos facilmente que (con andlogos razon-
amientos para las otras componentes)

(VXA = i | U = 5 s
(VxA), = hjhv ; (haAy) — aa (h, A )}
(VxA), = halhﬁ ;a (hsAy) — ;ﬁ (ho A )] | (7.8)

De (7.1) y (7.5) tenemos que
(e 0y  egdy e,
= (haaa T h08) "
a OV € 09
hsh, 08 hah, Oa
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Si a esta expresion le tomamos el rotor, usando las (7.8), tenemos que si

0 he, 0 hg
il - = Nl
v (hﬂhv) vy (hahv) & (7.10)

que es una condicién qgiue se cumple en casos importantes, el rotor sélo tiene
componente v, y vale

W=V xu= —D%% — _D2%pV~, (7.11)

Y

donde se definié el operador “D-cuadrado”

h, [0 [ hs Ov 0 [ he OO
D=2 | (22T (P ) 12
oy [804 (ham aa> "5 <hﬁh7 85)] (7.12)
Como

V X w = -V (D)) xV7, (7.13)

por ser Vx (V7) = 0, al evaluar V>w, tenemos inmediatamente, comparan-
do con (7.11) escrita como

Vx (VipxVy) = —D*)V7,
que
Viw =-Vx (VX w)=Vx [V (D) xVy| = -D*(D*) V7.

Con esta expresién y (7.11), podemos escribir la (7.4) como

9 2\ n2
(at vD ) D) = 0. (7.14)

Veamos ahora casos particulares. En coordenadas cilindricas es dx =
dRer+ Rdpe,+dze,, conloque hg =1, h, = Ry h, = 1. Vemos entonces
que las condiciones (7.10) para definir el operador D? se verifican si v = z o
v = ¢ (nosi~y = R). En particular, si 7 = z se ve de inmediato que D? = V2,
Si v = ¢ tenemos, de (7.9),

_lf)_@/},e\ _’_la_d)’e\
ROz "T ROR ¥

(7.15)

mientras que

o (1 0 0?
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En coordenadas esféricas es dx = dre, +rdfl ey + rsinfdpe,, con lo que
h, =1, hg =ry h, = rsinf. Vemos entonces que las condiciones (7.10) para
definir el operador D? se verifican si v = r 0 v = ¢ (no si 7 = 0). Tenemos

en este caso
1 0y 1 0y

T2 sin@%er B Tsiné’aee’ (7.17)
y
0% sinf 0O 1 0
2 e — JE— R
b= o2 T 2 a9 <Sin089> ’ (7.18)

En el caso simple de coordenadas cartesianas, con v = z, es h, = h, =
h, =1, con lo que D> = V?y

. O

u=—e, — —e€,,

dy ox

7.1.1. Problema de Stokes

Usemos el formalismo anterior para calcular el flujo viscoso lento alrededor
de una esfera quieta, de radio a, embestida por un flujo que es uniforme al
infinito. Tomemos el origen del sistema de coordenadas en el centro de la
esfera, y el flujo muy lejos (r — o0) en la direccién del eje z

u — Ue, = U(cosfe, — sinfey).

Una integracién inmediata de (7.17) nos dice entonces que, para 1 — oo, la
funcién de corriente es

1
Y — §U7“2 sin? 6. (7.19)

Debemos ahora resolver la ecuacién (?7?) con (7.18), para el caso esta-
cionario, con la condicién (7.19) para r — oo, y la condicién u(r = a) =0
que se escribe de (7.17) como

o o B
%>M _ W)m 0. (7.20)

La forma de (7.19) nos sugiere probar una solucién de la forma
Y(r,0) = f(r)sin® 6. (7.21)

Es inmediato ver entonces que

D% = (dz—f — ﬁ) sin” 6,

dr?2 1?2
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y que la ecuacién (7.14) estacionaria, D? (D?1)) = 0, se reduce a
L d> d
TN

_8f=0.
P A gy T8 —8f

Esta ecuacién es homogénea con soluciones de la forma f ~ r®, que al ser
introducidas en la ecuacién conducen a la condicién

ala—1)(a—2)(a—3) —da(a—1)+8(a—1) =0,

de la que se obtienen inmediatamente los valores del exponente « = —1,1, 2, 4.
O sea,
f=Ar*+Br*+Cr+ Dr .

De la condicién (7.19) debe ser A =0y B = U/2. Las condiciones (7.20) se
escriben

fr=a=9) o

que conducen inmediatamente a que C' = —3Ua/4 y D = Ua®/4 con lo cual
1.5 . 3a 1la®
P(r,0) = §Ur sin” 0 (1 ~ 57 + 5?) : (7.22)

con lo que el campo de velocidades dado por (7.17) es

3a la
;= 0(1—=—+=-— 2
u, = U cos < 27‘+27‘3) (7.23)
, 3a 1a3
Para calcular la presion, de (7.2) estacionaria y sin fuerzas de masa,
\% <]—9) = V.
P
Usando (7.13) es
Vu=-V xw=VD%x
rsm@

que conduce a (con p = pr) (también puede calcularse directamente el lapla-

ciano de u)
Op . 2 _
ar PV, =

3ulUacost

Y

r3
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10p 9 3uUasin 0
_—— = V — I e—
rog u)9 23
que se integran facilmente para dar
3uUacost

Finalmente, para calcular la fuerza que sufre la esfera, debemos integrar
sobre su superficie el esfuerzo correspondiente a la normal de la misma t =
<>

T .€p = —peér + @ - €x, que tiene componentes
ou,
tr= | — 2 7.26
R ( p+ M3T>r:a’ (7.26)
10u, Oug 1wy
ty = - _— = — . 7.27
o #(r 80+8T r)ra ( )

Por la simetria del problema es de esperar que la fuerza tenga sélo com-
ponente z, cuya expresion es

F, = /(tr cos ) — tysin 0)dS.

Con dS = 2ma*sinf df, la integral es facilmente calculable usando (7.23),
(7.24), (7.25), (7.26) y (7.27), con el resultado

F, =6ruUa.

Del total de la fuerza, una parte, de valor 2ruUa, resulta de la contribucién
de la presion que, al tener una distribucion asimétrica entre proa y popa de
la esfera, no se anula como seria el caso de un fluido ideal. La contribucién
restante de valor 4muUa estd dada por las fuerzas viscosas puramente tan-
genciales a la superficie de la esfera dadas por ty, ya que dug/0r se anula en
r=a.



Capitulo 8

Flujo 2-D potencial

Hemos visto que cuando el flujo es barotrépico y las fuerzas conservati-
vas, en las regiones donde los esfuerzos viscosos son despreciables (fuera de
las capas limites), si el flujo es inicialmente irrotacional continuard siéndolo
(posibles excepciones son debidas a la conveccién de vorticidad provenientes
de regiones donde ésta se genera, como las capas limites). De esta manera,
la hipétesis de irrotacionalidad es adecuada muchas veces. Por otro lado, un
caso muy importante de barotropia es el de fluido incompresible, hipétesis
también razonable si las velocidades relativas entre elementos del flujo son
pequenas comparadas con las del sonido.

Consideremos entonces el caso de fluido ideal (fluido real poco viscoso lejos
de contornos), incompresible y con flujo irrotacional. De la tltima condicién
u puede escribirse como el gradiente de un potencial

u=Vo, (8.1)
mientras que la condicién de incompresibilidad corresponde a
V.u= V=0, (8.2)

de manera que el campo de velocidades puede determinare resolviendo la
ecuacion de Laplace para el potencial ¢. Las condiciones de contorno apropi-
adas para la existencia y unicidad de las soluciones de esta ecuacion estan
bien establecidas. En el caso que nos interesa éstas son del tipo de Neumann
sobre contornos con normal n

Up = V-1 = U, (8.3)

donde U,, es la componente de la velocidad normal al contorno, que es dato;
ya sea porque es fijada por un contorno sélido (se entiende que fuera de su
capa limite, por lo que la velocidad tangencial es libre), o dada por ejemplo

73
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en el borde del recinto por el que ingresa fluido con velocidad dada. Si el
recinto es ilimitado deben darse condiciones de regularidad en oo, tal como
V| — 0.

Asi, la distribucién de velocidades se obtiene sin hacer uso de la ecuacion
dindmica, la misma se utiliza para calcular la presién. En efecto, con las
condiciones usadas la ecuacion de movimiento tiene una integral de Bernoulli
de la forma

9% |

at

por lo que conocidos ¢ y el potencial de fuerzas de masa ¢,, se puede calcular
el campo de presion

!V¢\2+p+wm—0()

p=oC ) p (55 + 5IV0P +2n),
en la que C (t) se determina conociendo la presién en algun punto, tipica-
mente en el infinito (lejos de la zona de interés).

Existe una metodologia especialmente poderosa para resolver este tipo de
problemas cuando el flujo es ademds bidimensional plano. Por ser incompre-
sible sabemos del caso general curvilineo que existe una funcién de corriente
1, que para el caso de velocidad en el plano (x,y) que dependa de sélo estas
coordenadas permite escribir (k es el versor en la direccién z)

u=Vy x k. (8.4)

De (8.1) y (8.4) podemos escribir en componentes

_ 09 O
o = or ay
_ 9 _ %
u, = - on (8.5)

Las relaciones entre derivadas de ¢ y 9 corresponden a las condiciones de
Cauchy-Riemann para las partes real e imaginaria de una funcién de variable
compleja Z = x + 1y

w(Z) = ¢(x,y) +i(x,y), (8.6)

que indica que w es funcién de sélo Z y no, como corresponderia a un simple
cambio de variables, funcién de Z y de su conjugado Z*. Este resultado es
muy importante porque reduce el problema de funciones de dos variables a
uno de funciones de una sola variable, con el agregado de posibilitar el uso
del andlisis complejo.
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Aprovechando la dependencia en Z de (8.6) podemos calcular la derivada
a lo largo de cualquier direccién en el plano complejo; tomando la direccién
a lo largo del eje real x es

dv 06 00
dZ ~ Oz ox

donde se usaron las (8.5) y se asigné al vector plano (u,,u,) el nimero com-
plejo u = u, + iu,. Se ve entonces que w es un potencial, cuya derivada
proporciona la velocidad conjugada, razén por lo que se denomina a w po-
tencial complejo.

Estudiemos ahora el flujo bidimensional producido en un recinto ilimita-
do por la accién de las llamadas singularidades, que son puntos del plano
donde las velocidades divergen. La importancia de estas singularidades es
que si el flujo que produce cada una de ellas es irrotacional, la superposiciéon
de ellas produce también un flujo irrotacional. Esto puede verse rodeando
cada singularidad con una pequena circunferencia cuyo radio tienda a cero, y
notando que al diverger la velocidad sobre la singularidad, ésta impone una
condicién de contorno de Neumann sobre la circunferencia (la contribucién
del resto de las singularidades sobre la circunferencia que rodea a una dada
es despreciable).

El caso méds simple corresponde a un flujo uniforme U, cuyo potencial
complejo es (de la integral elemental de (8.7))

w(2) =U*Z, (8.8)

= Uy — iUy, = u", (8.7)

la singularidad se encuentra en Z = oo.

Consideremos el caso del flujo producido por una singularidad puntual
que emite isétropamente un caudal @) (por unidad de longitud perpendic-
ular al plano). Escribiendo el Vi en coordenadas polares centradas en la
singularidad, la ecuacién (8.4) nos permite deducir

T o’
oY
Ug = 87” (89)

Como el flujo es isétropo, la magnitud de la velocidad no puede depender de
f; como ademds, por la condicién de incompresibilidad, el flujo debe tener
caudal neto igual a () a través de toda curva cerrada que rodee al origen, la
componente r debe ser distinta de cero (basta calcular el flujo a través de
una circunferencia centrada en el origen). Integrando la primera de las (8.9)
con esta condicién tenemos

Q9+

Y= C(r). (8.10)
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Como ademsds el flujo debe ser irrotacional, es en general
Vxu=Vx(Vyxk)=-kV* =0,
por lo que al anular el laplaciano de (8.10) obtenemos la condicién
C(r)=Alnr+ B,

con A y B constantes. La constante B puede tomarse igual a cero (sélo
interesan derivadas de 1)), mientras que si calculamos la circulacién a lo
largo de una circunferencia centrada en el origen tenemos

I' = 2mrug = —27A.

Como el campo de velocidades es irrotacional, su circulaciéon alrededor de
cualquier curva que rodee a la singularidad es la misma, por lo que tenemos
en general

Yp=———lnr (8.11)

Usando que ¢ = Im(w) y que Z = rexp(if), podemos escribir de (8.11)
(generalizando ademds para una singularidad ubicada en Zj)
T
w(z) = 2=z~ 2.

2

Si I' = 0 tenemos una fuente (lineal) isétropa de caudal Q. Si @ = 0,
tenemos un voértice isétropo de circulacion I'.

Para concluir con las singularidades consideremos el caso del dipolo, for-
mado por un sumidero (fuente de caudal negativo) en Zy con caudal —@Q, y
una fuente de caudal Q) en Zy + AZ:

w(Z) = —%ln(Z—Zo)Jr%ln(Z—ZO—AZ)
_ Quho 24|, __enr
- 27rn{ Z—Zo] o1 (Z — Zo)’

donde al final se usé el limite de AZ — 0. Llamando p al valor finito de
QAZ cuando AZ — 0 con ) — o0, es

I

WA = =7~ 7y

(8.12)

Hasta aqui hemos estudiado el flujo producido en recintos ilimitados;
para incluir contornos existen técnicas especiales que introduciremos ahora.
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Consideremos primero que el flujo producido por distintas singularidades
estd limitado a un semiplano; si la recta que limita el recinto es estdtica, la
condicién de contorno sobre ella es que la velocidad normal a la misma es
cero; en otras palabras, que la recta es una linea de corriente. Existe una
manera sistemdtica de asegurar esto si hacemos coincidir el contorno con la
recta real y = 0. Imaginemos que el flujo tiene lugar en el semiplano superior
y > 0. Llamemos wy(Z) al potencial generado por las mismas singularidades
en un recinto ilimitado; wy es entonces simplemente la superposicién de los
w correspondientes a cada singularidad por separado. Consideremos ahora la
siguiente expresion

w(Z) =wo(Z) +wo(2), (8.13)

donde la barra en w, indica la operacién de conjugar todos los pardmetros
de la funcién wq con la excepcién de su argumento Z; asi, por ejemplo, para
el potencial de un dipolo (8.12) tenemos

_ '
)= ——s—.
W) =~z =z
De esta manera, si evaluamos (8.13) sobre el eje real Z = z, como sélo
sobre él es Z = Z* tenemos que

wo(Z) =wo(Z") =we(Z2)", Z =ux.

De esta manera en el eje real la parte imaginaria de w(Z), 1, es cero, por
lo que dicho eje es una linea de corriente, es decir, se satisface la condicién
de contorno. Por otro lado, si una singularidad cualquiera de wq(Z) esta
ubicada en Z, (por hipétesis por encima del eje real), la correspondiente de
wo(Z) estard en ZF, esto es, por debajo del eje real. Asi, el agregado de
wWo(Z) no introduce nuevas singularidades en el recinto original, por lo que
todo punto externo a las singularidades originales seguird siendo regular y
las singularidades originales no se veran alteradas (en las cercanias de ellas
seguirdn imponiendo las mismas condiciones de flujo). Por la unicidad de la
solucién de la ecuacién de Laplace, el potencial (8.13) es la solucién buscada.
Este es el método de las imdgenes, que reemplaza la solucién limitada por
contornos, por una en un recinto ilimitado donde se agregan imagenes de las
singularidades originales, que simulen la condicién de contorno.

Otro tipo de contorno que puede simularse en forma andloga es el de un
circulo estético, de radio a centrado en el origen. Nuevamente, si wy(Z) es
el potencial en ausencia del circulo (recinto ilimitado), entonces el potencial
que incluye el contorno circular se puede escribir (teorema del circulo)

w(Z) = wo(Z) + @, (“—2) . (8.14)
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Sobre el contorno Z = aexp(if) se tiene Z* = aexp(—if) = a*/Z, por lo
que sobre él w es real, o sea 1 = 0. Ademads, si una singularidad original
de wo(Z) estd ubicada en Z; (por hipétesis en |Z| > a), la dependencia
correspondiente en Z serd de la forma Z — Z;, que corresponde en el término
en Wy a a’/Z — Z; = —Z(Z — a*/Z%)/Z, por lo que la nueva singularidad
estard ubicada en a?/Z} cuyo médulo es claramente menor que a.

Un punto importante es que, como el recinto donde tiene lugar el flujo
es multiplemente conexo, la circulacién a lo largo de cualquier curva cerrada
que contenga al circulo (y ninguna singularidad tipo vértice) es la misma
(esto se prueba fécilamente con el teorema de Stokes; asimismo se prueba
que la circulacién sobre curvas cerradas que no contienen ni al circulo ni a
vértices es cero). Dicha circulacién es arbitraria, y para determinarla debe
darse como dato. Digamos que vale I'; la forma de incorporarla es agregando
a (8.14) un vortice en el origen, que por tener lineas de corriente circulares
no altera la condicién que el circulo de radio a es una linea de corriente. Esto
es,

w(Z) =wo(Z) + wy (%2) +-—InZ (8.15)

Vemos entonces que contornos planos y circulares (quietos ambos) son
muy sencillos de simular. Para contornos més generales se utiliza el método
de transformacién conforme. La idea es la siguiente; imaginemos el flujo pro-
ducido en el plano Z por distintas singularidades en presencia de un contorno
genérico, con potencial correspondiente (desconocido y a calcular) w(Z). Si
hacemos un cambio de variable de Z a ¢, mediante la funcién analitica Z(c),
el potencial en el plano ¢ serd w(s) = w[Z(c)].

En los puntos donde dZ/ds # 0,00 se dice que la trasnformacién es
conforme. La razon de esto se ve al analizar como se transforma el dngulo
entre dos segmentos infinitesimales, dZ y dZ’, con origen en el mismo punto
Zy. El dangulo que forman estd dado por (usando el teorema del coseno)

_1dzdz" +dz*dZ'
2\/dZ dZ*\/dZ' dZ"*

COS ¥

(8.16)

mientras que el 4ngulo entre los segmentos transformados d¢ = dZ/(dZ/ds).,
y ds' = dZ'[(dZ]ds), (so es el transformado de Zp) estd dado por la misma
expresion (8.16) con ds y ds’ en lugar de dZ y dZ’'. Es inmediato que el dngulo
es el mismo, por lo que un poligono infinitesimal se trasnformara en un poli-
gono de igual forma (con dngulos iguales), aunque sus lados pueden haberse
estirado o contraido y ademds haber rotado ya que en general (dZ/ds)., # 1.
Noéte que es esencial que (dZ/ds)., # 0, 0.
., Cémo se transforman las singularidades estudiadas?
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Para el flujo uniforme U tenemos para Z — oo, w(s) — U*Z(s) por lo
que se reobtendra el flujo uniforme original en el plano transformado ¢ sélo
si Z(¢) — ¢ para Z — 0.

Para estudiar una singularidad al finito, ubicada en Zj, escribamos (la
prima simboliza ahora derivada respecto de <)

Z(s) = Zo + Z'(s0) (s — s0) + %Z”(go)(g —0)2+ 0 [(s —50)%]
de donde tenemos (Z'(o) # 0, 00)

1 Z”(Co)
7 —Zy=17" — 1+ =
o= Zsa)s — o) {14+ 57
Asi, para una singularidad tipo fuente o vértice, cuando Z — Zj (¢ — <g) se
tiene

(¢ —<0) + O [(s — <0)?] } . (8.17)

In(Z — Zy) — In(s —<q) + cte,

por lo que fuentes o vértices se transforman en fuentes o vortices de igual
magnitud ubicados en ¢g.

Para un dipolo de valor p, vemos de (8.17) que obtenemos un dipolo en
o pero de valor pu/Z' (o).

Vemos entonces que la transformacién de singularidades es elemental. Lo
que nos hace falta ahora es que el contorno original se transforme en un
contorno sencillo, tipicamente un circulo o un plano. Aunque pueden encon-
trarse tablas de transfomaciones, no existe método general para determinar
la transformacion, salvo en el caso que el recinto en el plano Z sea poligo-
nal, donde puede usarse el método de Schwartz-Christoffel para construir la
tranformacion al semiplano Im(s) > 0.

Imaginemos que tenemos la transformacién; en el plano ¢ el contorno es,
por ejemplo, un circulo. Las singularidades del plano original se transforman
en singularidades conocidas en puntos determinados. De esta manera el po-
tencial w(<) se calcula por los métodos vistos arriba, y el potencial en el plano
Z se obtiene finalmente por la transformacion inversa: w(Z) = w [¢(Z)].

Un ejemplo de importancia es la transformacion de Kutta-Joukowski

a2

Z(s) =<+?, (8.18)

donde a es una longitud (real). Nétese que cuando ¢ — oo, Z = ¢, por lo
que (8.18) preserva el flujo uniforme a grandes distancias. Si en el plano ¢ se
tiene una circunferencia de radio b > a centrada en el origen (¢. = bexp(if)),
ésta corresponde en el plano Z al contorno dado por

2
Z. = bexp(if) + % exp(—i6),
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que es una una elipse centrada en el origen de radio mayor b+ a?/b, sobre el
eje z, y radio menor b — a?/b sobre el eje y. Si b — a la elipse degenera en un
segmento de largo 4a. Asi, el flujo alrededor de una elipse o una placa, forzado
por un flujo uniforme al infinto puede calcularse de la siguiente manera.

En el plano ¢, sin el contorno circular tenemos el potencial de un flujo
uniforme, wy(s) = U*s. El potencial en presencia del contorno circular de
radio b centrado en el origen (con circulacién en general no nula), se determina
de acuerdo a (8.15) como

2

b r
w(s) =U" — + —Ing. 1
w(s)=U g—i—Ug +2m’ ng (8.19)

El potencial correspondiente a la elipse o a la placa en el plano Z, w(Z),
resulta entonces al reemplazar en (8.19) la transformacién inversa de (8.18)
(donde se toma en la solucién doble de la ecuacién cuadratica resultante, la
correspondiente a ¢ — Z para Z — 00)

_Z+ Z2 2
§—2 5 a“.

Finalmente, consideremos el caso importante del perfil alar frente a un
flujo uniforme, que resulta de la misma transformacion (8.18) cuando se trans-
forma al plano Z el contorno del plano ¢ correspondiente a una circunferencia
de radio b desplazada del origen en ¢y = 6 exp(iff) (con 0 < < 7/2, y
0 << a),y tal que “toque” el punto ¢ = —a. Esto tltimo se logra si

b = (a+ 0 cos B)* + (0 sin ).

En el plano ¢ el potencial es el dado por el flujo uniforme frente a un
circulo desplazado, que se calcula de la manera usual (teniendo cuidado de
aplicar el teorema del circulo en un sistema de coordenadas ¢’ desplazado, con
origen en el centro del circulo, que luego se transforma al sistema original)

2

w(s) IU*(g—go)—i—UmjL%ln(g—go). (8.20)

El campo de velocidades en Z es, de (8.18) y (8.20),

o o o dids _di (dz)"
CdZ dedZ  d¢ \ dc a
Ub? r ] ¢?
+

- |y —
(¢ —50)2  2mi(s — <o)

(8.21)

§2—CL2.
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Vemos entonces que la velocidad diverge en el punto Z transformado de
¢ = —a (el punto ¢ = a estd dentro del circulo con la eleccién de b y 3
usada); tal punto corresponde a Z = —2a, el punto de fuga del ala. Para
evitar esta divergencia no fisica, debe elegirse la circulacién de manera que
el corchete de (8.21) se anule en ¢ = —a (condicién de Kutta, o hipétesis de
Joukowski). Con algo de geometria elemental, esto se puede escribir

I' = 27bi [U" exp(ix/2) — Uexp(—ix/2)], (8.22)

donde y es el éngulo que forma con el eje real x el borde de fuga del ala (que
corresponde a un punto cuspidal).

8.1. Teorema de Blasius

La fuerza (por unidad de longitud perpendicular al plano) que sufre un
objeto, cuyo contorno estd descripto por una curva €, inmerso en el flujo
plano de un liquido ideal, estd dada por

F f _piidl, (8.23)
c
con n la normal externa a la curva €. Usando que

Adl = dlxk=dyi—drj— —idz,
F — F,

donde se ha asignado un niimero complejo a cada vector plano: AIT—i- ij —
A, +1iA,, se reescribe (8.23) como

F= z'j{pdz. (8.24)
C

Como para el fluido incompresible, homogéneo e irrotacional vale la siguiente
integral de Bernouilli

9  |u* p B
E—FT—F;—FQOM—O@),

despejando de aqui la presién, y usando que

7({6’(25) dz =0,
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escribimos la fuerza (8.24) como la suma de tres contribuciones
F:Ft+FArq.+FB>

con

9¢
Fo=—ip$ =—d 2
, = —ip ]g i, (8.25)
Farg. = —ip j{ P dz, (8.26)
C

. [uf?
Fg=—ip ¢ —dz. (8.27)

. 2

Veremos que los integrandos de (8.25) y del conjugado complejo de (8.27)
pueden escribirse como funciones de sélo la variable compleja z cuando el
sélido se encuentra en reposo, lo que permitird evaluar la integrales usando
técnicas de analisis complejo. Por otro lado (8.26) puede evaluarse sencilla-
mente. Veamos primero esto tltimo. Escribiendo el teorema de Stokes para
un vector a arbitrario en el plano (z,y)

fca- dl = / (V x a) - kdsS, (8.28)

al especializar en
a= QOM A7

con A un vector constante cualquiera, reescribimos (8.28) como

A-j{¢Md1:/(V¢MxA)~EdS:A~/(EngoM)dS,
C

que, como A es arbitrario, se reduce a

j({gonl:/(E X VQOM> ds.

Multiplicando vectorialmente a derecha cada miembro de esta igualdad por

k, se tiene
7{¢Md1><12 —>—z‘y§gonz,
c c

/(EXV@M)dSXE:/chMdS%—/fMdS.
z'j{gpMdz:/fMdS.
C

O sea,
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Con lo que F,q se escribe

FArq. = —p/fM dS,

que no es otra cosa que la ley de Arquimedes.
Para calcular F; la reescribimos como

.0 .0 . .0
Ft:—zpafcgbdZ——zpaji(w—Mb)dz——zpaj({wdz,

donde se usé para la dltima igualdad que, al estar el sélido quieto, su contorno
es una linea de corriente y, por lo tanto, 1) es constante sobre él, lo que anula
la integral cerrada de 1.

Para Fp usamos que

lul? = uu* = dw *d_w
B - \dz ) dz’

con lo que, conjugando (8.27), escribimos

FEZQ dw (dw dz*zzfd—wdw*,
2 Jo dz \ [ dz 2 Jc dz

pero, nuevamente, al ser € una linea de corriente, dw = d(¢ + i) = d¢, con
lo que dw es real y puede entonces escribirse la expresién debida a Blasius

? dw 1 dw\?
Fg = g =P — | dz.
2 Joc dz 2 Joc \ dz

Usando el teorema de los residuos podemos finalmente escribir para F; y
Ip
F = 2mp2 > res(w, 2]
=2mp— res|w, z;] ,
t pat

2, CC

dw\ 2
F*:— — 7 .
5 ng res [(dz) ,z]

2; CC

8.2. Teorema de Kutta-Joukowski

Supongamos que un flujo estacionario, uniforme al infinto con velocidad
(compleja) U, incide sobre un objeto sélido quieto de contorno arbitrario €
(siempre manteniendo la simetria plana: el objeto es un cilindro muy largo
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de base de forma arbitraria). En estas condiciones la fuerza total estd dada
por sélo el término de Blasius Fg, y como sabemos que fuera del cuerpo no
hay singularidades en regiones finitas, el campo de velocidades conjugado
(recuérdese que u* es funcién de z) puede desarrollarse en serie de Laurent
en la variable z fuera de un disco que contenga al sélido. Asi, tomando el
origen de coordenadas en el interior del cuerpo, fuera de él podemos escribir

L O S (8.29)
dz z 22 2"
La expresién de Blasius nos dice entonces muy facilmente que Fj =
—2mpaU*, o sea
F = —2mpalU. (8.30)

Para ver qué es a; calculamos la circulacién:

Fzy{u-dl:Re]{u*dz:Re d—wdz:Rej{dw.
C c c dz c

La segunda igualdad es inmediata, la forma compleja de escribir la circu-
lacién; del término de la derecha, por otro lado, sabiendo que la parte imag-
inaria de w es constante sobre € tenemos que dw es real sobre el contorno
y que, por lo tanto, es innecesario tomar la parte real, por lo que podemos
escribir simplemente

I'= ]{u*dz = 2miaq,
c

donde la tultima igualdad es inmediata de (8.29). Asi, podemos escribir (8.30)
como
F = —ipl'lU.

Esta expresion es el teorema de Kutta-Joukowski, que nos dice que en las
condiciones pedidas (flujo bidimensional, uniforme al infinito y estacionario
sobre un objeto quieto) la fuerza depende de sélo la velocidad al infinito y
la circulacién alrededor del cuerpo. Nétese que no existe fuerza si no hay
circulacién (paradoja de D ’Alembert), y que cuando existe, la fuerza es
perpendicular a la velocidad U (en direccion girada en —7 /2 si I es positiva);
esta fuerza es la responsable del “efecto” que hace que objetos rotantes se
aparten de trayectorias rectilineas cuando se mueven en un fluido.

Como ejemplo consideremos el caso del ala visto mds arriba. Por el teo-
rema de Blasius podemos escribir para la fuerza sobre el ala (por unidad de
longitud de la misma)

. 2 . ~ 2
ip dw ip dw dg
g 2 (dZ) d 2 (d§ dZ) d

‘ ~\ 2 -1
ip dw dz R
_ e = dc = r 31
5 (dg) (dg) ¢ =1ipU'T, (8.31)
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donde la expresién final de la tltima linea se obtiene fécilmente con (8.18) y
(8.20) (alternativamente, puede usarse la tesis del teorema de Kutta-Joukowski
). La fuerza tiene claramente direccién perpendicular a la del vector velocidad
(fuerza ascencional) y su magnitud es, de (8.22), para U = —|U|exp(—i«)
(la velocidad forma un dngulo 0 < o < 7/2 con el semieje real negativo; esto
es, “enfrenta” el ala. En el sistema en que el fluido lejano esta quieto y el ala
se desplaza con velocidad de médulo |U|, ésta tltima forma un dngulo —«

con el eje x),
|F| = 4np|U|*bsin(a + x/2).

Como la envergadura del ala L es aproximadamente igual a 4a ~ 4b, podemos
escribir en funcién de valores propios del ala

| F| = 7p|U|*Lsin(a + x/2).



Capitulo 9

Teorema 1]

El teorema II se deduce de la condicién que la relacion entre magnitudes
fisicas, debe ser invariante ante cambios de escala de dichas magnitudes. Esto
es, si escribimos que una magnitud arbitraria a es determinada (a través de
leyes fisicas) por el valor de otras n magnitudes a;

a= f(ay,az,...,a,), (9.1)

esta relacién debe ser covariante frente al rescalado de las unidades fundamen-
tales que determinan las dimensiones de las magnitudes involucradas. Asi, si
se necesitan & magnitudes fundamentales c; para determinar las unidades de
todas las variables en cuestién (a y las a;), cuando se reescalan las ¢; (por
ejemplo se pasa de medirlas en sistema CGS a usar MKS), cada una de ellas
cambiard en un factor o
s = ajcj,
con lo que los valores de las distintas variables cambiardn de la forma general

a = afma’g%...a’g’“oa,
r_ Bii - Bai B
a;, = aVay..aa,.

La condicién de covarianza de (9.1) es entonces

a = f(a},d,,...,a,), (9.2)

con la misma forma funcional de f. Aprovechando esto, podemos elegir de
entre las n magnitudes a; a k de ellas que sirvan como unidades fundamen-
tales (a partir de sus unidades puede detererminarse las unidades del resto).
Consideremos, sin pérdida de generalidad, que éstas son las k primeras a;,
con lo que la condicién (9.2) se escribe explicitamente

510 BQO BkO
ayas?. e = farar, asas, ..., agay,

Bik+1  Boky1 Brrt1 Bin . B2 B
ay T a L T agg,  o Tag ag  ay,).

36
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La idea es ahora elegir los factores de escala o; para que las unidades funda-
mentales valgan uno, esto es, a; = aj_l, con lo que se obtiene

M= f(1,1,...,1,I0, ..., IL,_4) = F(I;, ..., IL,_y), (9.3)

donde

a
II = B1o ,,B2o Bro’
a;as®...ay
Qj—k

I, = ——.
af”a?”...af’”

Es fécil ver que estos II’s son adimensionales, por el hecho que las {ay, ..., ax }
determinan las magnitudes de todas las demds. También puede verse por el
absurdo; si tuvieran dimensiones, al cambiar el sistema de unidades cam-
biarfa su valor, y podria repetirse todo el razonamiento hecho hasta aqui,
ahora con (9.3) en lugar de (9.1), con lo que se continuarfa disminuyendo el
nimero de variables independientes; el proceso sélo podria terminar cuando
las II’s fuesen invariantes ante cambios de escala, esto es, adimensionales.

El teorema dice entonces que se requieren sélo n— k variables adimension-
ales II; para determinar el valor de la variable (adimensional) derivada II, en
lugar de las n requeridas para relacionar las magnitudes con dimensiones.

La importancia préctica del teorema es enorme, sobre todo cuando % es
cercano a n.



Capitulo 10
Capa limite

Considérese el flujo de un fluido poco viscoso alrededor de un cuerpo
sélido. Poco viscoso en el sentido que las fuerzas viscosas son importantes sélo
muy cerca del cuerpo, a una distancia de orden §, pequena comparada con las
dimensiones del cuerpo, de orden L. Esta region es la que denominamos capa
limite. Ademads, si el radio de curvatura local de la superficie del cuerpo es
grande comparado con § (la forma del cuerpo varfa suavemente en distancias
del orden de §), el flujo en la capa limite puede considerarse plano. Llamando
x a la coordenada a lo largo de la superficie del cuerpo en la direccién de la
velocidad local tangente, e y a la coordenanda perpendicular a la superficie,
podemos escribir las dos componentes de la ecuacién de Navier-Stokes (se
desprecian las fuerzas de volumen en la capa limite; pensar porqué)

ou ou  Ou 19p 0u  0%u
ou_ o gu, du 10.1
ot (91:+U8y p3x+y(8x2+8y2>’ (10.1)

ov ov ov 19p 0?v v
to—=——— v+ — ],
ot Ox dy p Oy ox?  Oy?
mientras que la ecuaciéon de continuidad para velocidades pequenas respecto
de la del sonido (fluido incompresible) es

ou  Ov
I + 3y 0; (10.3)
u es la componente = de la velocidad, y v la componente y.

Estimemos ahora las magnitudes de las distintas variables. Para un sélido
quieto, alrededor del cual el fluido fluye con velocidad de magnitud U lejos
de aquél, la velocidad u pasa de ser cero sobre el cuerpo (y = 0) a ser del
orden de U en y = ¢, o sea,

(10.2)

ou U

_— A —

oy 0

38
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Por otro lado, la velocidad alrededor del cuerpo varfa apreciablemente en
distancias del orden del cuerpo mismo; como la magnitud de u varfa entre 0
y la magnitud de U, v misma varfa con = en distancias del orden de L; esto

es
ouw U
or L
Con esta ultima, la ecuacién de continuidad (10.3) nos dice entonces que
v ou U
gy  or L

con lo que obtenemos una estimacién de la magnitud de v (v por supuesto
es también cero en y = 0) de

o V. U
oy o6 L’

o sea,

)

Con estas estimaciones, escalemos las variables para obtener magnitudes
que varien entre cero y valores cercanos a uno:

u prmng

L
67

Cle

[ A—

v
V
Y

5

En estas variables las ecuaciones (10.1)-(10.2) se reescriben

ou* ou* ou* op* 1 (82u* L? 82u*)

- (2 20t 10.4
ot* ox* oy* ox* + Re \ 0x*2 + 62 Oy*? (10-4)

av*+u*av* +U*8U* __L_zﬁ_ki &+L—2@ (105)
o dr ' dy* 829y Re\dr?  §7oy2)’ .

donde se introdujeron ademads las magnitudes adimensionales

o ut ., p
- L y D= ,0U2’
y el mimero de Reynolds
UL
Re = —.
v

Como las velocidades adimensionales varfan entre cero y, aproximada-
mente, uno cuando las coordenadas adimensionales varfan también entre cero
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y uno (aproximadamente), la importancia de los distintos términos de (10.4)
y (10.5) estd dada por los coeficientes que los multiplican. Para compararlos
entre sf falta todavia estimar el valor de . Esto puede hacerse facilmente de
(10.4) teniendo en cuenta que las fuerzas viscosas son importantes dentro de
la capa limite, lo que significa que éstas determinan la aceleracién del fluido
en ella y, por lo tanto, debe ser

ou* 1 L2 o%u*

*

o~ Re 62 9y*2’

lo que significa que
1 L?
— =~
Re ¢

L
5 ~

(10.6)

5

Con esto, tomando 6 = L/vRe, en el limite de Re — oo las (10.4) y
(10.5) se reducen a

ou* ou* ou* op*  O*u*
* * =— 10.7
A P O PO e (107
ap*
=0 10.8
o =0, (10.8)
que junto con la ecuacién de continuidad
ou*  ov*
=0 10.9
ox* + oy* ’ (10.9)

son las ecuaciones de Prandtl de la capa limite (Prandtl, 1904). Aunque
muy similares a las ecuaciones originales, tienen una simplificacién notable,
que es la dada por (10.8), que indica que la presién es independiente de
la coordenada perpendicular; esto implica que la presién dentro de la capa
limite es igual a la determinada por el flujo externo. Operativamente, con la
suposicién de capa limite delgada (6 < L) , vdlida por (10.6) a nimeros de
Reynolds grandes, puede resolverse el flujo externo como el de un fluido ideal
alrededor del mismo cuerpo (aumentado en principio por el espesor de la
capa limite, aunque en la practica no es necesario considerar esto). Resuelto
este flujo se obtiene la distribucién de presién sobre la superficie del cuerpo,
que es la que se utiliza en (10.7) para resolver ésta junto con (10.9).

El espesor ¢ utilizado para adimensionlizar las ecuaciones, 6 = L/ VRe,
es s6lo una estimacion de lo que puede considerarse el ancho de la capa
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limite. Una definicién més correcta del ancho, determinable una vez resuelto
el problema, es, por ejemplo, el valor g de la coordenada y en el que la
velocidad tangente alcanza un valor de, digamos, el 99 % de la velocidad de
la solucion externa: u (z, do(z)) = 0,99 U(zx,0). En la préctica, es mucho mas
util el llamado espesor de desplazamiento de la capa limite d;(x), que indica
cudnto se desplazan las lineas de corriente de la solucién externa, por efecto
del frenamiento en la capa limite, respecto de las de una solucién puramente
ideal, sin capa limite. Para calcular §; consideremos el flujo a una distancia
H de la superficie, con H > ¢, pero suficientemente pequena para que la
velocidad externa pueda considerarse constante entre y = 0 e y = H. De esta
manera, el caudal de la solucién puramente ideal a través de una seccién de
altura H (y longitud unidad perpendicular al flujo) serfa U(z,0)H; debido a
que las velocidades dentro de la capa limte son menores que U, este caudal
en la solucioén real es obtenible sobre una seccién de altura mayor: H + 01,

U(z,0)H = /0H+61 u(z, y)dy. (10.10)

Usando que, como H > ¢, es u(x, H) ~ U(x,0), podemos escribir
H+61 H H+01 H
[ wtewis = [ eyt [ ey = [ ute)dy U, 06 (@)
0 0 H 0

con esto, escribiendo H = fOH dy tenemos de (10.10)

Uz, 0)01(x) —/O [U(2,0) — u(z,y)] dy ~ /OOO [U(,0) — ul(x,y)] dy,

donde en la tltima se usé que U(z,0) — u(z,y) ~ 0 en y = H. Obtenemos

T e[ e,

Consideremos ahora la cuestion de la estabilidad de la capa limite. Para
esto tomemos un caso estacionario y evaluemos (10.7) sobre la superficie del
sélido, y* = 0, en la que vale, por condicién de contorno de fluido viscoso,
u* = v* =0, con lo que se obtiene

¥
ay*Q

_op”
- Ox*

y*=0

Vemos de esta ecuacién que en cada z* en el que vale dp*/0x* < 0 el perfil
u* (y*) en y* = 0 es convexo en la direccién de z* creciente, con lo que si la
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velocidad externa U es también en el sentido de z* creciente, u* (y*) puede
crecer mondGtonamente desde cero en el sélido hasta (aproximadamente) uno
fuera de la capa limite. En cambio, si dp*/0z* > 0 y suficientemente grande,
la velocidad u* puede hacerse negativa cerca del sélido; esto es, en la base de
la capa limite aparece una circulaciéon contraria al flujo externo. Esta iltima
situacién es muy inestable y conduce a la separacién de esta capa. Nétese
que esto ocurre cuando p* crece “aguas abajo”; esto es, en el sentido de la
velocidad externa U; se dice entonces que el gradiente de presién es adverso.
En la préctica, la separacién ocurre muy cerca del punto en el que dp*/dx*
cambia de signo, por lo que la condicién dp*/dx* = 0 nos da un buen criterio
para estimar el punto de separacién. Sélo hasta este punto es aplicable la
teorfa de capa limite desarrollada.



Capitulo 11

Ondas e inestabilidades

11.1. Tensién superficial

En la interfase entre dos fluidos distintos, aiin en ausencia de efectos
de viscosidad (por ejemplo si los fluidos se encuentran en reposo), sucede en
general que la presién es discontinua. Considérese el caso de una gota de agua
quieta en una atmosfera de presién uniforme (gota de agua en el interior del
transbordador espacial en 6rbita inercial). es sabido que tal gota toma una
forma esférica debido a la tension superficial (o més propiamente interfacial).
La diferencia entre la presién interna y la externa estd dada por la ley de

Laplace
2y

Dint Pext = R )
donde R es el radio de la gota y v el coeficiente de tensién superficial. Si
debido a movimientos del fluido interno y /o del externo la superficie adquiere
una forma arbitraria, la ley de Laplace expresa mds generalmente que la
diferencia de presiéon a ambos lados de esa superficie en un punto cualquiera
de la misma estd dada por

1 1
int — Pext — — + =1, 11.1
Dint — Dext ’Y(Rl Rg) ( )

con Ry y Ry los radios de curvatura de la superficie en el punto en cuestion;
el radio de curvatura es positivo para superficies convexas y negativo para
superficies concavas. Es un ejercicio sencillo demostrar que la expresion (11.1)
puede escribirse en la forma 1til

Dint — Peat = rYV ‘n (112)

93
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con n la normal externa a la superficie. En particular, si la superficie esta
dada por z = ¢(x,y), entonces la normal en componentes cartesianas es

(-5)
n = S . (11.3)

Ve ()

La tension superficial no modifica las ecuaciones de movimiento del fluido;
pero si determina su solucién a través de (11.2) que interviene en las condi-
ciones de contorno. Téngase en cuenta que, con méds generalidad, debe decirse
que 7V - n determina la diferencia de esfuerzos normales a la superficie, esto
es,

150 - 140 =9V n

con T, = —p + 0;n;n;.

11.2. Oscilaciones e inestabilidades de inter-
fases

Estudiaremos la evolucion de la interfase entre dos fluidos incompresibles e
ideales. En particular, se considerardn sélo apartamientos pequenos respecto
de un estado base en el que la interfase es plana horizontal en presencia
de gravedad. Por ser los fluidos ideales, pueden en principio tener diferentes
velocidades paralelas a la interfase (un fluido puede “deslizar” sobre el otro,
caso de discontinuidad tangencial). Tomaremos entonces la coordenada z
vertical, y la interfase imperturbada coincidente con el plano z = 0. El fluido
en z > 0 tiene densidad uniforme p, y velocidad U; en la direccién z. El fluido
en z < 0 densidad g, y velocidad U, también en la direccién x. La presién de
este estado base es uniforme en cada plano horizontal, y varfa verticalmente
con su forma hidrostética: p =po—pgzenz >0,y p=py—pygz en z < 0.

Este estado base es ligeramente perturbado y luego dejado evolucionar
libremente, de manera que la interfase adoptard una altura respecto de z =
0 dada por ¢(x,y,t). Correspondientemente, todas las variables del flujo
sufrirdn pequenas variaciones respecto de sus estados base. La ecuacién que
describe la velocidad a cada lado de la interfase es, por supuesto, la ecuacién
para fluido incompresible ideal

ou B D
E+u~Vu-—V (;)—V(gz), (11.4)

donde se sobreentiende que esta ecuacién debe aplicarse a cada lado de la
interfase con el valor apropiado de p.
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Si consideramos que en cada lado de la interfase la velocidad base uni-
forme y constante fue perturbada en un valor w:

u="Ue, +w

podemos reescribir (11.4) como

ow ow D
— +U—+w-Vw=-V [=]| -V (g2).
ot Oz <p) (92)

Como la perturbacién de la velocidad es pequena, podemos despreciar el

término cuadratico y reescribir esta ecuacién como

ow ow P
—4+U—=-V|=-])-V(g2). 11.5
s = v (L) - v (115
Tomando el rotor se obtiene inmediatamente para la vorticidad de la veloci-
dad perturbada w’' =V xw

ow’ ow’
+U =

ot ox
que expresa que la vorticidad inicial de cualquier perturbacién pequena es
simplemente convectada con la velocidad imperturbada del flujo, sin crecer ni
disminuir. De esta manera, las perturbaciones que evolucionan dando lugar a
oscilaciones estables o inestabilidades son irrotacionales (si una perturbacién
inicial contiene una parte rotacional, ésta permanece congelada en el fluido
sin evolucionar y se desacopla de su parte irrotacional). Consideraremos por
lo tanto que w es irrotacional por lo que podemos escribir w = Vi en (11.5),
e integrando una vez obtener la integral de Bernoulli correspondiente

do . Op | p

E"‘U%—F;—FQZZC@).

0,

La C(t) puede absorberse en el potencial redefiniendo ¢ — ¢ + [ C(¢)dt con
lo que se tiene finalmente

—+U—+;+gz= : (11.6)

Esta ecuacion, como es sabido, determina la distribuciéon de presiones una
vez que la ecuacién para ¢
Vip=0 (11.7)

es resuelta con las condiciones apropiadas de contorno. Es en estas iltimas
donde intervienen la forma y el movimiento de la interfase. Téngase en cuenta
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que (11.6) y (11.7) son validas a cada lado de la interfase con correspondientes
Ul, pLY $prenz> §($,y,t), y U27 P2y g Nz < C(l’,y,t). En z = §(l‘,y,t)
existe en general una discontinuidad de la velocidad tangencial (rotor infini-
to), que invalida la suposicién de irrotacionalidad. Esta “capa” de vorticidad
es la responsable del salto del potencial de velocidades a través de ella.

La condicién de contorno de tipo cinemético en la interfase z = ¢(x,y, t)
es que el desplazamiento vertical, en un At, de un elemento de fluido en
contacto con la interfase debe ser igual al desplazamiento vertical de dicha
interfase siguiendo al elemento; lo que se expresa por, en el limite At — 0,

u.(2,y,2 =) = % +ug(z,y, 2 = <)% +uy(z,y,2 = <)g—§-
Para un elemento de fluido inmediatamente encima de la interfase esto se
escribe

oy (?c dpy Jds  Op ds

— = U — — — 11.8

82’L§ ot ( o et ey oy (11.8)
y para un elemento de la parte inferior de la interfase

0y ds Dy s | Oy, ds

—= = U- —= — 4+ == —. 11.9

82Lg aﬁ(2+ ou |, ) oz "y |,y (1L9)

La condicién dindmica expresa que los esfuerzos normales estdn relaciona-
dos por la condicién (11.2), que se escribe usando (11.6) a cada lado de la
superficie

dpy

iy iy . iy
{61& +U28 +g} = [875 +U18 +gz +V - n,
(11.10)

donde n estd dado por (11.3) y corresponde a la normal que “penetra” en el
fluido de arriba.

Todas estas condiciones son dificiles de usar debido a que deben eval-
uarse sobre la superficie perturbada. Sin embargo, usando la pequenez del
apartamiento ¢, podemos aproximar las funciones en el entorno de z = 0.
Asi, por ejemplo,

zZ=q Z=<

B %) 1 &% )
gO(.I,y,Z)—gO(IMy?O){— &1220 +§ w:| OZ +...,

de manera que

D Oy Rt
%L g_ 8xL_O+ 020z Z:0§+W
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Por otro lado, la expresion de n puede escribirse a orden uno en ¢ como
ds  0g
=l-—=,—=,1]). 11.11

De esta manera, a orden uno en las perturbaciones ¢ y ¢, podemos ree-
scribir las condiciones de contorno (11.8)-(11.10) como

0y, oc oc
— — 11.12
azLO o Vo (11.12)
0p, 93 93
o ] 5 T U (11.13)
iy iy 8901 iy 9’ d%
P2 { 5% + Uy 9 Z:0+p29§ ¥ +U—— O Z:0+plg<+’y o2 T 952 )
(11.14)

A estas condiciones sobre la interfase deben agregarse las condiciones que
hagan falta en otros contornos para determinar la solucién de las ecuaciones
de Laplace para cada uno de los potenciales

V2, = Vi, = 0. (11.15)

11.2.1. Recinto ilimitado

Consideraremos ahora los posibles tipos de ondas e inestabilidades que
tienen lugar cuando no existen contornos cercanos a la interfase. Para esto
aprovecharemos que las ecuaciones (11.15) son lineales y que, gracias a la
suposicion de apartamientos pequenos, también las condiciones de contorno
son lineales en las variables involucradas. Esto permite estudiar por sepa-
rado cada uno de los modos de Fourier en que se pueden descomponer las
variables. Aprovechando ademds que no hay dependencia explicita (en coe-
ficientes, valores donde deben ser evaluadas, etc.) de las ecuaciones y de las
condiciones de contorno en las variables x, y, t, escribimos para cada variable
(entendiendo que debe tomarse la parte real)

P12(2,y, 2, 1) = P1o(2) exp i (ko + kyy — wit)] (11.16)

S(x,y,t) = soexp [i (ks + kyy — wt)], (11.17)

con la idea de que una perturbacién arbitraria puede descomponerse en una
suma de estos modos particulares.
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Al reemplazar (11.16) en (11.15) resulta

d*Py 5 ~

?2’ — kK1, =0,
con k* = k2 + k;, que se integra trivialmente lo que, al imponer que p; no
debe diverger cuando z — oo, y que §, no debe diverger cuando z — —oo,
da (con constantes A; »)

N
~—

o4 ( Ajexp [~k 2],
Po(z) = Agexplkz].

Con estas expresiones, reemplazando (11.16) y (11.17) en las condiciones
(11.12)-(11.13), obtenemos fécilmente
l

A = k(W—szl)Coa

i
Ay = _E(w - sz2)§07
que al reemplazarse en (11.14) junto a (11.16) y (11.17), y pedir que ¢y # 0

dan la relacién
01(w = kU )* + 0a(w — ko Un)? = (00 — 01)g ki + 7 . (11.18)

Esta es la llamada relacion de dispersion, que determina cémo estd rela-
cionada la frecuencia (angular) w con el vector de onda k para cada uno de
los modos de Fourier. Nos dice con qué frecuencia oscilard un modo que fue
inicialmente generado con una longitud de onda dada. En estas condiciones
el vector de onda es real, pero w puede ser compleja en general.

Si explicitamos las componentes real e imaginaria de w

w=wpg +10,
vemos que, por ejemplo, ¢ se escribe de (11.17) como
s(x,y,t) = Re{soexp [i (kyx + k,y — wrt)|} explo t],

esto es, un factor oscilante con frecuencia wg, modulado por una exponencial
creciente si o > 0, o decreciente si 0 < 0. Asi, si la relacién (11.18) nos dice
que si para un dado k la frecuencia correspondiente tiene parte imaginaria
negativa, este modo componente de la perturbaciéon decaerd con el tiempo.
Por otro lado, si el o correspondiente es positivo, el modo en cuestion crecera
con el tiempo, indicando que el estado base estudiado no puede mantener
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pequenas las perturbaciones de la longitud de onda considerada, por lo que
se dice que el estado es inestable frente a este tipo de perturbaciones.

Por otro lado, si w es real para un dado k, la perturbacién de esta longitud
de onda permanece oscilando indefinidamente, propagédndose con la velocidad
de fase w/k. Como es sabido, si la velocidad de fase es independiente de k, una
perturbacion localizada, formada por la superposicién de modos de distinta
longitud de onda, se propaga sin deformarse, por lo que el sistema que admite
estas ondas se dice no dispersivo. Veremos enseguida que este no es el caso
para el sistema considerado, que resulta ser fuertemente dispersivo.

11.2.2. Ondas de gravedad-inestabilidad de Rayleigh-
Taylor

Antes de analizar la relacién de dispersién general (11.18), consideraremos
el caso particular importante en el que las velocidades del estado base son
nulas U; = Uy = 0. En este caso (11.18) se reduce a

W2 — (0, —01)gk +~ K
0y + 01

(11.19)

Vemos enseguida que existe un valor critico de k que separa los modos
en los que domina la tensién superficial de los modos en los que domina la

gravedad; este valor es
b — loo — 019
Y

Para una interfase agua-aire es v ~ 74 dyn/cm, p; ~ 1,23 1073 g/cm?,
ps = 1,02 g/cm?, lo que da una longitud de onda critica 27 /k. ~ 1, 7 cm. Para
longitudes de onda mucho més pequenas que 27 /k,, el término dominante es
el de tensién superficial, con lo que la relacién de dispersion es

2 ’Yk3

w = )
02 + 04

que solo tiene soluciones reales por lo que las perturbaciones de este tipo dan
lugar a ondas propagantes de frecuencia

v k3
0y + 0,

w =

y la velocidad de fase es w/k ~ V'k. Estos modos dispersivos en el que la
fuerza restitutiva es la tensién superficial se denominan capilares.
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En el caso opuesto de longitudes de onda grandes A\ > 27 /k., (11.19) se
reduce a la relacién de dispersién de ondas de gravedad (la fuerza restitutiva
es debida a la gravedad)

w2::£§£iiﬁlgk. (11.20)
Oz T 01

A diferencia del caso de ondas capilares, esta relacion da valores reales de
la frecuencia sélo si o, > g, esto es, si el liquido més denso se encuentra
por debajo del més liviano. Si g, < p; se tiene un sistema inestable (ante

perturbaciones con A > 27/k.) en el que no existen modos propagantes (w
es imaginaria pura); la perturbacién crece sin oscilar. Como

|0s — 04
09 + 09

w = +1 gk,

existe siempre un modo decreciente acompanando al creciente. La inestabili-
dad mencionada es la llamada de Rayleigh-Taylor. Fue Rayleigh quien dedujo
originalmente (11.20), y Taylor quien concluyé que el efecto desestabilizante
es la aceleracion de la interfase entre un fluido pesado y uno liviano en la
direccién del pesado (puede verse esta inestabilidad acelerando rédpidamente
hacia abajo una botella medio llena de agua; el fluido liviano es en este caso
el aire; la aceleracién hacia arriba es estable).

Aun cuando p, < g, es inmediato de (11.19) que no hay modos inestables
con A < 27 /k,, por lo que es posible armar en la practica un sistema inestable
como el del truco cléasico del vaso de agua invertido, siempre que se evite
excitar ondas de longitud mayor que 27 /k..

Si 0, > 0, las soluciones de (11.20) son reales y se tienen modos propa-
gantes. En el caso usual de ser g, > p,, se tiene la relacién de dispersién de
ondas largas en la superficie de liquidos profundos

w=1/gk,

que son claramente dispersivas.

11.2.3. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

Otra configuracién en la que (11.18) se simplifica considerablemente es
aquella en la que el fluido por encima y debajo de la interfase es el mismo.
En tal caso no se tiene una interfase propiamente dicha sino una hoja de
vorticidad (la vorticidad del estado base es infinita en el plano z = 0 y vale
cero fuera de él). Siendo el fluido el mismo a ambos lados no hay efecto de
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tensién superficial (el 7 correspondiente es cero) y, por supuesto, g, = g,
con lo que (11.18) se reduce a

(w — ka1)2 + (w - ka2)2 = 0,

que, claramente, no tiene soluciones reales puras para w. Lo que nos dice que
una capa plana de vorticidad en el seno de un liquido ideal es siempre in-
estable. Esta inestabilidad es denominada inestabilidad de Kelvin-Helmholtz.

Si se trata de una verdadera interfase entre dos fluidos distintos, cuando el
mads liviano se ecuentra por encima del més denso los efectos de gravedad son
estabilizantes, asf como los de la tensién superficial, para ondas de longitud
de onda corta. Para ver esto debe resolverse (11.18) para w, que es un ejercicio
simple y da

kopn U+ p0) | [(o2 = 0)gh+9 K Ropo (Us = Th)*]"?
pP1+ P2 02 + 04 (09 + 01)?

Se tienen soluciones imaginarias inestables si

k20,0,(Us — Up)?
03+ 01

> (0, — 0)gk + k>,

que, considerando por simplicidad que k, = 0 (k, = k), lleva a la regién de
nimeros de onda inestables kins < k < kgyp, donde

1/2
A 0201(U> = Uh)* | {@2@1(0'2 - Ul)zr (02— 01)g
sup,in 27 2’}/ v

La diferencia de velocidad minima que produce inestabilidad es entonces la
que cumple

{Q2Q1(U2 — Ul)?nfn:| ’ _ (02 — 01)g
2y g

Para el caso de una interfase agua-aire es v ~ 74 dyn/cm, p,; ~ 1,23 1073

g/cm3, py ~ 1,02 g/cm?, con lo que se tiene AU, ~ 650 cm/s ~ 23 km/h.

Un viento con velocidad mayor que este valor sobre agua quieta produce

entonces olas apreciables.

11.3. Ondas en medios dispersivos

Consideramos que se conoce la relacién de dispersién w (k), y la dnica
restriccion que imponemos a ésta es que corresponda a la de un medio ho-
mogéneo; esto es, la relacién de dispersién es independiente de la posicion;
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sin embargo, puede corresponder a un medio anisétropo, en el que haya di-
recciones privilegiadas (w depende del vector k y no sélo de su médulo; esto
es necesario si queremos considerar, por ejemplo, ondas en la interfase entre
dos medios que se mueven con velocidades distintas).

Escribimos la forma general de la perturbacién en términos de la integral
de Fourier sobre los vectores de onda k (de dimensién n; n = 2 para el caso
de ondas de superficie)

C(x,1) = /F(k) exp i (k - x — w (K) £)] d°F. (11.21)

Debe tenerse en cuenta que si w (k) presenta varias ramas; esto es, para un
mismo valor de k existen varios valores de w que satisfacen la relacién de
dispersién, entonces ( (x,t) estd dado por la suma de integrales como la de
(11.21), una por cada rama de w (k); digamos que existen P de ellas,

¢(x,t) = Z / F,(k)exp[i(k-x—w, (k)t)]d"k. (11.22)

La complicacién préctica que esto trae es que se requiere conocer P condi-
ciones iniciales para determinar las F), (k); por ejemplo, el valor de ¢ (x,t = 0)
y de sus primeras (P — 1) derivadas temporales en ¢ = 0. Para no recargar
las expresiones que se deriven usaremos la expresion (11.21) de ahora en més.

Un valor dado #, de la fase de un particular modo de Fourier, definido
por su vector de onda k y su frecuencia angular asociada w (k), corresponde
a una dada particularidad de la onda elemental; en el caso unidimensional
podria ser, por ejemplo, una cresta; en més dimensiones podemos hablar de
un “frente” de onda. La posicién de este frente al transcurrir el tiempo estd
dada por 0y = cte + k- x — w (k) ¢, por lo que en la direccién determinada
por k el frente avanza con velocidad (k = |k| es el nimero de onda)

Vp = &, (11.23)
k
denominada velocidad de fase. Sélo si w (k) el lineal en k (y sin término
constante) la velocidad de fase es la misma para todas las longitudes de onda
27 /k (puede ciertamente depender de la direccién del vector k) y se dice
entonces que el medio es no dispersivo.

Las perturbaciones reales que ocurren en sistemas fisicos tienen extensiéon
espacial y temporal finita, y los modos puros de Fourier (que existen en todo
el espacio y en todo tiempo) son mds bien una herramienta matematica ttil,
que requiere ser interpretada adecuadamente. En este sentido sabemos que la
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velocidad de fase no es la més apropiada para describir la evolucién de pertur-
baciones fisicas, sino que la velocidad de grupo es la que mds nos dice sobre
estas iltimas. De hecho, la velocidad de grupo tiene ciertas caracteristicas
fundamentales:

i) Es la velocidad con la que se mueve la envolvente de un paquete de
ondas aislado.

ii) Es la velocidad a la que debe moverse un observador para ver siem-
pre el mismo vector de onda k en trenes de ondas extensos generados por
perturbaciones localizadas.

iii) Es la velocidad a la que se transporta la energia de las ondas de un
dado nmimero de onda k.

El punto i) es tal vez el més usado para introducir la velocidad de grupo.
Se considera un paquete localizado formado por modos de Fourier en un
pequeno intervalo alrededor del vector de onda k* dado por la expresion
(11.21) en la que F' (k) tiende a cero rdpidamente si k estd fuera del intervalo
considerado. Asi, la fase en la exponencial puede aproximarse por

) (- ).
k*

teniendo en cuenta que valores de k que difieran apreciablemente de k* no
contribuyen por ser nula la amplitud F' correspondiente. Asi, definiendo la
velocidad de grupo

9]
k-x—wk)t~k"x—wk")t+ <x]~— %
J

ow

= — 11.24
5| (11.24)

Cj

k*
podemos escribir

C(x,t) = expli(k*x—w(k")t)] /F (k)exp[i(x —ct) - (k — k)] d"k
= expli(k"x—w(k")t)] A(x—ct).

Vemos entonces que la amplitud A de las ondas del modo k* se translada
con velocidad c. Si bien es conceptualmente sencillo, en la practica el paquete
de ondas es dificil de generar en el contexto de la mecénica de fluidos. Una
posibilidad seria tener una pared oscilante en un canal (como los generadores
de olas en las playas artificiales y las piletas) que, a frecuencia fija, comen-
zase a oscilar incrementando lentamente (comparado con el periodo de la
oscilacién) la amplitud, desde cero hasta un dado valor y de alli otra vez a
cero. Note que el paquete debe tener necesariamente una extensién espacial
de muchas longitudes de onda 27 /k*.

En la préctica las perturbaciones son producidas m&s habitualmente por
fenémenos més localizados en el tiempo y el espacio, como el impacto de
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piedras sobre la superficie de agua en un estanque, gotas de lluvia sobre
charcos, etc.. En tales casos la alta localizacién de la perturbaciéon requiere la
superposicién de un rango muy extenso de nimeros de onda para su descrip-
cién. Ciertamente, los modos con longitudes de onda cercanos a las dimen-
siones del objeto que produce la perturbacion serdn los de mayor amplitud,
pero se requiere un espectro extenso para una descripcién apropiada.
Consideremos entonces que una perturbacion localizada fue generada en
un medio dispersivo. Como las fases de los distintos modos se mueven con
velocidades distintas, los diferentes modos se irdn separando a medida que se
propaguen. Asi, en un tiempo suficientemente grande la perturbacién consi-
stird en un largo tren de ondas en el que cada modo ocupard una posicion
espacial (variable en el tiempo) diferenciada, que podemos escribir como

C(x,t) = A(x, t) exp [if (x,1)], (11.25)

en donde la amplitud A es una funcién suavemente variable del espacio y
del tiempo. Esta expresién puede justificarse si se analiza el comportamiento
de (11.21) en tiempos y distancias “grandes” respecto de la perturbacién
inicial. Tomemos para esto formalmente ¢ — oo con la condicién x/t = cte.
y escribamos

w(k)t—k-x= [w (k) —k~—]tEQ(k) t, (11.26)

para reescribir (11.21) como

¢ (x,t) = /F (k) exp [—iQ2 (k) t] d"k.

Como t — oo la exponencial es una funcién de k rdpidamente oscilante, por
lo que la contribucion principal a la integral sera de valores de k en el entorno
del valor kg en el que ) (k) es minimo, o sea,

9w
Ok;|. — Ok;

_ L

L =0, (11.27)

ko ko

alrededor del cual podemos aproximar por Taylor
1 0%Q

(K — kor) (km — kom) »

ko

y escribir

Cx,t) ~ F(ko)exp|—if (ko)1

it 0%°Q
/exp [—5 m (kl — k’ol) (kfm — kOm) dnk

ko
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Si en la integral se hace el cambio de variable z = (k —kq) /V/t se tiene
finalmente la expresién (11.25) en la que

App — FloGon)] /exp [_% 920

2 zm] d"z
ko (x,t)

/2 Ok, 0k,
_ ko (x,1)]
= =2 (11.28)
’ 0(x,t) = —Qko (x,1)]t = ko (x,t) x —w ko (x,8)] L. (11.29)

Noétese que kg es una funcién de (x,t) a través de la condicién (11.27).
Un punto a remarcar es que derivando (11.29) tenemos

80 81{:0m E)w

- om (o 4 = 11.

al’l k()l + 8xl <SL’m 8k0m t) kol, ( 1 30)
00 Okiom ow \

en los que se us6 la condicién (11.27). Asi, V6 es el vector de onda local en
el (x,t) dado, y —06/0t la correspondiente frecuencia angular local. Nétese
ademads que la relacién entre la frecuencia y vector de onda locales es la dada
por la relacién de dispersién original, que fue deducida para modos puros de
Fourier.

Con toda esta introduccién podemos ahora justificar el punto ii); si deriva-
mos (11.30) respecto de ¢, (11.31) respecto de z; y restamos ambas expre-
siones tenemos

. 8k0l Oow 8k0m . 8]601 8k0m

0 — m- a0
ot Ok Oz ot oy,

(11.32)

donde se usé la defincién de la velocidad de grupo (11.24) correspondiente a
ko. Pero como por (11.30) tenemos que

Okow 020 Oy

or,  Or,0r;,  Ox,,
podemos reescribir (11.32) como

19)3
=2 4 (cy-V)ko =0, (11.33)

ot
que nos dice que el vector de onda no varfa respecto de un observador que se
mueve con la velocidad de grupo correspondiente; nétese que cq es constante

para cada kg.




CAPITULO 11. ONDAS E INESTABILIDADES 106

Por otro lado, un “frente” caracterizado por un valor fijo de la fase § = 6*
satisface que

0 o0
a = Lar + 2% g -
o T ot =0

condicién que se reescribe por (11.30) y (11.31) como
—w (ko) dt + k¢ - dx = 0,

esto es, en la direccién del vector de onda el frente avanza con la velocidad de
fase w (ko) /ko. Asf; en un medio dispersivo, al ser diferentes las velocidades
de fase y de grupo, el frente de onda ird variando su frecuencia y vector de
onda a medida que avanza. Correspondientemente, al seguir un vector de
onda dado moviéndose con la velocidad de grupo se verdan pasar los distintos
frentes a medida que éstos adquieran el valor de ky que se esté siguiendo.

Finalmente, consideremos el punto iii). Para esto tengamos en cuenta
que la energfa de la perturbacion estd en general asociada al cuadrado de la
amplitud. Consideremos entonces la integral

W(t) = /V RO

realizada en un instante dado, donde V' (¢) es una regién genérica del espacio,
y W(t) es entonces proporcional a la energia de la perturbacién contenida
en ella. Consideremos un tiempo suficientemente largo para que valga la
expresion (11.25) con (11.28) y (11.29), por lo que tenemos

W(t) = /v . wdnm (11.34)

Consideremos ahora la regién contenida en un instante dado entre las
superficies defnidas por |ko| = k; y por |ko| = ko. La ecuacién de evolucién
de estas superficies puede deducirse al multiplicar escalarmente la ecuacién
de evolucién de kg por kg mismo, lo que da inmediatamente (|ko| = ko)

Ok

— +c¢p- Vky=0;

ot
como ¢, depende de kg, para kq fijo dependera de la direccién (salvo que el
medio sea is6tropo) y las regiones en las que kg es constante no son nece-
sariamente circulos (en dos dimensiones, o esferas en tres dimensiones). De
todos modos estas curvas (o superficies) se mueven, en cada direccién n da-
da, con las velocidades de grupo c¢; = cq (ko = k1,0) y ¢o = ¢g (ko = k2, 1),
de manera que sus posiciones estdn dadas por la curva que describen, en un
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t fijo, los extremos de los vectores x; = cit y X = cot al barrer todas las
direcciones n.
La idea es entonces hacer en la integral (11.34) el cambio de variable
X = cot con lo que se tiene
ko=ks

WO = [Tk (k)

o=Fk1

800

8k0 d kO?

donde el jacobiano |Jcy/dkg| depende, por supuesto, sélo de kgy. De esta
manera, W no depende del tiempo, por lo que se concluye que la energia
contenida entre los modos con nimero de onda k7 y ko es transportada dentro
de la regién cuya frontera se mueve con la velocidad de grupo correspondiente.
Podemos asf hablar del transporte de la energfa de un k£ con la velocidad de
grupo cg (ko = k,n).

Un punto importante se refiere al cambio de sistema de referencia. Si la
relaciéon de dispersién fue calculada en un dado referencial S en el que las
posiciones estdn dadas por el vector x, al pasar a otro referencial S’ que
se mueve respecto del original con velocidad U, en el que las posiciones se
determinan por X', se tiene la relacion x = x’ 4+ Ut, por lo que la fase de un
modo de Fourier k se escribe

k-x—wk)t=k-x'—[w(k) —k-Ult

De esta manera, en el referencial S’ la relacién de dispersién estd dada en
términos de la calculada en .S por

W (k) =w(k) — k- U, (11.35)

que no expresa otra cosa que el corrimiento Doppler.

Como ejemplo de aplicacién importante consideremos un objeto (un bar-
co, por ejemplo) que se mueve con velocidad U constante en agua quieta
muy profunda. El objeto emitird continuamente ondas en un gran rango de
nimeros de onda y en todas las direcciones. La superposicién de la mayoria
de ellas, al hacerlo con fases variables, tenderd a cancelar las contribuciones
y a producir un efecto poco apreciable. Sin embargo, algunas perturbaciones
con la orientacién y velocidad de fase apropiadas se superpondrén para gener-
ar un patrén permanente. Desde un sistema de referencia que se mueve con
el objeto el patrén permanente se verd como estatico, lo que corresponde a
frecuencia nula. Como para objetos grandes las ondas capilares tienen un
contribucién despreciable, basta considerar la rama de ondas gravitatorias
puras, que para aguas profundas corresponde a w (k) = ++/gk. Asi, por
(11.35), tomando U = Ue,,

W' (k) = £+/gk — kU cos a,
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donde « es el dngulo que forma k con el eje x. Las ondas que contribuyen al
patrén permanente cumplen o’ (k) =0, o sea,

\/W = U |cosal. (11.36)

De esta manera, a lo largo de cada direccion « se establece un patrén estatico
de nimero de onda k dado por la relacién (11.36). Sin embargo, la pertur-
bacién visible, en el sentido que contiene la energfa asociada a este niimero
de onda, se propaga con la velocidad de grupo dw’/0k correspondiente. Si
se sitia el origen de coordenadas en el objeto, la energia de la perturbacion
logrard alcanzar sélo la region del espacio dada por

ow' 1 /g
! = —1 = — — —
r = Gk:xt (2\/;cosoz U> t,
oW’ 1 /g
= t==4/Zsinat
T 2\/;““ ,

al variar 0 <t < ooy 0 < a < 27. Usando (11.36) podemos escribir estas
ecuaciones como

cos a |cos o] — 1) Ut,

/

y —=

H\
Il
NN

sina |cos a| Ut,

donde se ve inmediatamente que x’ < 0; al eliminar el tiempo se genera la

ecuacion )
, , sina cosa
y=x

= 2/ tan .

cos « |cos a| — 2

Al variar o entre 0 y 27 se verifica que — arctan (1/\/5) < 4 < arctan (1/\/@),
por lo que las perturbaciones se encuentran detras del objeto dentro de una
regién en forma de cuna con semiapertura arctan (1 / \/g) ~ 19,47°. Es no-
table que este resultado sea independiente de la forma y tamano del objeto
y de su velocidad, lo que fue establecido por primera vez por Kelvin.

11.4. Inestabilidad de flujos con cizalladura

En muchos flujos de interés la lineas de corriente de un flujo incompresible
son aproximadamente paralelas, pero con velocidad espacialmente variable en
direcciones perpendiculares a estas lineas (cizalladura). Los ejemplos usuales
son flujos en canales y tubos, jets, estelas, etc. Estos flujos serdn persistentes
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si son lo suficientemente estables frente a perturbaciones que necesariamente
existen en todo sistema real. Para estudiar la estabilidad de un flujo esta-
cionario y unidimensional, dependiente de una coordenada ortogonal al flujo
tomamos un campo de base de velocidades de la forma

U(z)e,,

con contornos solidos fijos en z; y 2z9. Consideramos perturbaciones pequenas,
pero por lo demds arbitrarias, de manera que el flujo perturbado serd

u=[U(2)+du, (z,y,2,t)] e, + du, (v,y, 2,t) e, + du, (x,y, 2, t) e,.

La ecuacién de continuidad del flujo incompresible, y la de Navier-Stokes,
despreciando en la iltima los términos cuadrdticos en las perturbaciones,
serdn, respectivamente,

Odu,  Odu,  Odu,
+ +

Ox oy oz 0
o, 0o, B oP 9
5 + U (2) e + 0u, DU (2) = o + vV 0u,,
Odu,, dou, ~ OP 9
T + U (2) e + = 3y + vV=0ou,,
dou, dou, oP 9
BT + U (2) el —£+uv du,

donde P es la presién dividida por la densidad, y D es el operador corre-
spondiente a derivar respecto de z, D = d/dz. Las ecuaciones anteriores son
lineales en las funciones incégnitas du,, du,, du, y P, y no involucran coe-
ficientes dependientes de (z,y,t) por lo que, al ser también las condiciones
de contorno independientes de (x,y,t), pueden estudiarse modos puros de
Fourier (o Laplace) de dichas funciones, de la forma genérica

f @y, 2.t) = [ (2) exp [i (ko + kyy — wt)]

lo que permite escribir las ecuaciones anteriores como

ik, 0u, + ik, 0u, + Déu, =0, (11.37)
—iwbly + ikyU (2) 0Ty + 60,DU (2) = —ik,P + v(D? — k)5,
—iwdl, + ik,U (2) 6T, = —ik,P+v(D?— k?)da,

—iwdT, + ik,U (2) 60, = —DP +v(D? - k*)du,,
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donde k* = k2 + k.

Es conveniente definir a la frecuencia angular w como w = k.c, en la
que la constante ¢ tiene unidades de velocidad. Con esto, multiplicando la
componente x de la ecuacién de Navier-Stokes por ¢k, la componente y por
itky, y sumando ambas, se obtiene

iky [U (2) — ] (ika0Tiy + iky00, ) +ike01, DU (2) = k2 P+v(D*—k?) (iky0tiy + ik, 67,) ,

de la que, al usar la ecuacién de continuidad (11.37) para escribir ik, du, +
ik,0u, = —Dou,, obtenemos

—iky [U (2) — ] D8, + iky60,DU (2) = k*P — v(D? — k*) Do,
Si a esta ecuacion le aplicamos el operador D resulta
—iky [U (2) — €] D*§10, + iky60,D*U (2) = k2DP — v(D? — k) D51

Finalmente, notando que de la componente 2z de la ecuacién de Navier-
Stokes puede escribirse que

DP = —ik, [U (2) — d| 61, + v(D? — k)61,
obtenemos la ecuacién final
ik, [D*U — (U — ¢) (D* — k)] 6u, + v(D* — k*)*6u, = 0. (11.38)

Esta ecuacién es denominada de Orr-Sommerfeld. Las condiciones de con-
torno que deben satisfacerse son las de perturbaciones de velocidad nulas en
las paredes fijas que, usando la (11.37), pueden escribirse como

ou, = 0,
Déu, = 0

en cada contorno. Estando los contornos sélidos en z; o se tienen las cuatro
condiciones necesarias para resolver (11.38), que es una ecuacién diferencial
de cuarto orden, lineal y homogénea para la variable du, (z), dado el perfil
de base U (z).

Si se considera que el vector de onda (k,,k,) es real, para cada valor
de éste existirdn soluciones no nulas de (11.37) sélo para ciertos valores de
la constante ¢, que serdn en general complejos. De esta manera, si la parte
imaginaria de w = k,c es positiva se tendrd un crecimiento exponencial de la
perturbacion, y se dice que el correspondiente modo es linealmente inestable.
Un dado perfil de base es entonces estable si no existen modos con parte
real positiva de k,c. Aunque la solucién de (11.37) es en general numérica,
existe una serie de resultados generales importantes que pueden deducirse
sin resolverla.
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11.4.1. Teorema de Squire

Este teorema asegura que si un perfil U (z) presenta una pertubacién
tridimensional (k, # 0, k, # 0) inestable para un cierto valor de la viscosidad
v, entonces existe una pertubacién bidimensional (£, # 0, k; = 0) inestable
para un valor mayor de la viscosidad. Nétese que para un dado perfil el
aumentar la viscosidad corresponde a disminuir el nimero de Reynolds. De
esta manera, el teorema de Squire es 1til para determinar si existen modos
inestables estudiando sélo pertubaciones bidimensionales (con k, = 0), que
a su vez determinarén el nimero de Reynolds més bajo a partir del cual se
desarrollard inestabilidad.

La prueba del teorema es muy sencilla. Si, por hipétesis, existe un modo
inestable tridimensional para una dada viscosidad v, la ecuacién que sat-
isface ese modo es por supuesto la ecuacién de Orr-Sommerfeld (11.37) que
reescribimos como

v . 5
f(DQ — k%60, = [(U — ¢) (D* — k?*) — D*U] &4,
Ry

Si consideramos ahora un modo bidimensional con ( &, # 0, k, = 0) para
una viscosidad v la ecuacion es

Va 2 2\2 £ 2 2 2 ”n
%(D — k2?60, = [(U — ¢) (D* — k) — D*U] éu..
xr
De donde vemos que si tomamos k!, = k 'y vo/k!, = v1/k,, a ambas ecuaciones
corresponde el mismo valor de ¢, que sabemos por hipétesis que corresponde
a un modo inestable. Ademds, para el modo bidimensional es
k! k Vkz+ k]

Vo = V17— = V17— =1

]{,‘x k}x ]{,‘x > V1.

11.4.2. Teorema de Rayleigh del punto de inflexién

Este teorema analiza la ecuacién de Orr-Sommerfeld (11.37) en el limite
de Reynolds — oo (v — 0). En tal caso la ecuacién de Orr-Sommerfeld puede
ser aplicada sélo fuera de las capas limite, por lo que la condicién de contorno
a usar es s6lo la de no penetracion del fluido en la pared sélida, du, = 0 en
21,2, mientras que la ecuacién se reduce a

[D*U — (U = ¢) (D* — k*)] 0, = 0. (11.39)

Una propiedad importante de esta ecuacién es que tomando su complejo
conjugado se tiene

[D2U — (U - ¢*) (D? — k?)] 6@t = 0,
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que cumple las mismas condiciones de contorno 0u} = 0 en z; o, por lo que
si existe un modo con ¢ complejo, también existird otro de valor ¢*, y asi
alguno de ambos serd el de parte imaginaria positiva con lo que se verifica
la inestabilidad del perfil. De esta manera, la condicién de inestabilidad de
un perfil, cuando ¥ — 0, es que admita al menos un modo ¢ complejo. El
teorema de Rayleigh asegura que una condicién necesaria para que existan
modos con ¢ complejo es que dicho perfil tenga un punto de inflexién. Para
probar este teorema escribimos la ecuacién (11.39) como

D?*U
D?*6u, — | k2
U [ + U

} 5. = 0,
que si la multiplicamos por la conjugada du* e integramos entre z; y 23 nos
da (integrando por partes el primer término de la izquierda y usando las
condiciones de contorno)

= ~ 12 S D*U * ~ 12
—/ Do dz—/ lk: trE U e )] 07.2d> = 0. (11.40)

zZ1 Z1

La parte imaginaria de esta ecuacién es

=2 DU,
Im (c) /Z1 U= op |0u,|*dz = 0. (11.41)

Notemos que si el perfil U (z) no tiene un punto de inflexién la integral
no puede anularse, y por lo tanto Im (¢) = 0, lo que nos asegura la estabili-
dad. De esta manera es condicién necesaria (aunque no suficiente) es que el
perfil tenga un punto de inflexién para ser inestable. Esta es la expresién del
teorema de Rayleigh del punto de inflexion.

Con un poco de andlisis adicional pueden agregarse otras condiciones, de
las cuales tal vez la més 1itil es la debida a Fjortoft, que puede deducirse de
tomar la ecuacién (11.40), en la cual ademéds consideramos que el perfil es
inestable, por lo cual Im (¢) # 0, y por lo tanto la integral en (11.41) es nula,
que nos permite escribir (11.40) como

22 D2U 22
por lo que en caso de inestabilidad debe ser
22 DQU
——— U1, |*dz < 0. 11.42
| b (11.42)

Si U no cambia de signo, que es el caso habitual, la conclusién prictica de
esta desigualdad es que una condicién necesaria de inestabilidad es D2U < 0
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en algin lugar del flujo. Sin embargo, considerando que en la condicién de
flujo inestable la integral en (11.41) es nula, podemos incluir en (11.42) un
término proporcional a dicha integral para escribir

22 D2U

donde U, es una constante arbitraria con unidades de velocidad. De (11.43)
resulta entonces la condicién necesaria mas general de inestabilidad que dice
que en alguna regién del flujo debe ser D?U (U — Uy) < 0. Por supuesto, dado
que la condicién es necesaria pero no suficiente, tomar un valor arbitrario de
Up no es en general practico (aunque debe considerarse su utilidad en algin
caso particular). Fjortoft propone como condicién 1til en general tomar Uy
igual al valor de la velocidad en el punto de inflexién. De esta manera, puede
verse con facilidad que muchos flujos que de acuerdo a Rayleigh podrian ser
inestables por tener un punto de inflexién, resultan ser en realidad estables
al aplicar el criterio de Fjortoft.



