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Guía 3: Ele
trones en un poten
ial periódi
o.

1. Sea {R} una red de Bravais. Sea f (r) tal que f (r + R) = f (r).

a) Demostrar que en la expansión de Fourier de f (r):

f (r)=
∑

K

fKeiK·r

sólo apare
en los ve
tores de onda K de la red re
ípro
a.

b) Demostrar que los 
oe�
ientes fK están dados por:

fK=
1

V

ˆ

C

d3r e−iK·rf (r)

donde C es una 
elda primitiva 
ualquiera de la red de Bravais y V es su

volumen.

2.

a) Demostrar que:

ψk =
∑

K

ck−Ke−i(k−K)·r

donde los ve
tores de ondaK pertene
en a la red re
ípro
a, satisfa
e la e
ua
ión

de S
hrödinger

Hψk = Eψk

donde H es el hamiltoniano del ele
trón en la red.

b) Demostrar que las expresiones siguientes sobre fun
iones de Blo
h:

ψk(r) = uk(r)e
ik·r

donde uk(r) tiene la periodi
idad de la red de Bravais,

ψk(r + R) = ψk(r)e
ik·R

son equivalentes.

3. ELECTRONES EN UN POTENCIAL PERIÓDICO (MODELO DE KRONIG-

PENNEY)

Considere un poten
ial de período a formado por barreras 
uadradas de alto V0 y

an
ho b < a, es de
ir:

V (x) =

{

0 si 0 < x < a − b

V0 si a − b < x < a

Suponga que en 
ada zona la fun
ión de onda es una 
ombina
ión de ondas planas


on diferentes ve
tores de onda y que al pasar de una 
elda a la otra se 
umple la


ondi
ión de Blo
h: ψ(x + a) = ψ(x)eika.
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a) En
uentre una e
ua
ión que vin
ule a la energía 
on el índi
e k.

b) Anali
e las 
ondi
iones para la existen
ia de solu
iones y la apari
ión de bandas

de energía.

4. Considere ele
trones libres en una red bidimensional re
tangular de períodos a y b,
b = 2a.

a) Dibuje la estru
tura de bandas en un esquema de zona redu
ida para energías

menores que 16~π2/2ma2, 
orrespondiente al re
orrido Γ −→ X −→ W −→
Γ −→ Y −→ W , donde Γ = (0, 0), X = (π/a, 0), Y = (0, π/b) y W =
(π/a, π/b). Indique la degenera
ión de 
ada rama.

b) Suponiendo que 
ada átomo 
ontribuye 
on 2 ele
trones, en
uentre el valor de

la energía de Fermi y ubíquela en el grá�
o.


) Dibuje la esfera de Fermi 
orrespondiente sobre la zona de Brillouin y rela
io-

ne la o
upa
ión de la primera zona 
on la estru
tura de bandas en
ontrada

anteriormente.

5. Sea una red plana hexagonal 
on un átomo por sitio. Considere los ve
tores primi-

tivos ~a1 = a

2
(
√

3x̂ + ŷ) y ~a2 = a

2
(−

√
3x̂ + ŷ).

a) Dibuje la red dire
ta, la re
ípro
a y la primera zona de Brillouin.

b) Haga el diagrama de ele
trón libre en un esquema de zona redu
ida, en el

re
orrido Γ −→ X −→ M −→ Γ, siendo X = 1
2
~b1 y M = 1

3
(~b1 +~b2). Dibuje

al menos las tres primeras bandas. Cal
ule la energía de Fermi para p = 1, 2
ele
trones e indíquela en el diagrama anterior.


) Represente la super�
ie de Fermi sobre la zona de Brillouin y rela
ione la

o
upa
ión de la primera zona 
on la estru
tura de bandas en
ontrada en el

punto anterior. Hágalo para el 
aso en que 
ada átomo aporta p ele
trones a

al red, 
on p = 1, 2.
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