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Resumen de la teoria

Comencemos por definir la energia de la red, W, como la suma sobre todas las interacciones entre

pares de dtomos':
1 .
W= Y oGLJjT) (1)
L
donde j! etiqueta al 4tomo j-ésimo en la /-ésima celda unidad y la energia de interaccién ¢ es la corres-
pondiente al par (jI) y (j'I'). La energia de vibracién, en la aproximacién arménica esta dada por:

Eharm _ l

Y Y ua(jl)®opup(j'l), )

JLi'l ap
donde definimos el desplazamiento u(j/) del dtomo (jI), o y B son los indices cartesianos x,y,zy ® es la
matriz de constantes de fuerza, con elementos:

I*W
®,5(jl; 1) =
apULIT) = 500 1)dug (1)

3)

En esta expresion es necesario obtener previamente (1) para calcular . Aunque valido, normalmente es
mas sencillo trabajar con las interacciones entre pares ¢ directamente. Se puede mostrar que la matriz de
constantes de fuerza puede escribirse alternativamente como:

DPop (s 1) = —0ap (G JT) + 878 Y. 0ap(jl; j"1") (4)
j//l//

donde ¢4 (jl; J'l") se escribe en funcién de los pares de interaccion:

*o(jl; ')
cr gl B
La energia en este caso se escribe:
1 : : - : :
EM™ =Y Y [ua(jl) = ua(j'1)] 9ap (jls 1) [up (j1) —ug (/1] - (6)

JLj' ap

Es facil ver que reemplazando (4) en (2) se obtiene (6).
Proponiendo una solucién escrita en modos normales, la ecuacién de movimiento del modo se reduce

D(k)e(k) = o’ (k)e(k) ™)

IEsta seccién esta basada en el libro "Introduction to Lattice Dynamics" de Martin T. Dove.



una ecuacion de autovalores y autovectores. La matriz dindmica D esta dada por:

I Y Pap(j0, 1) exp [ik- (r(j'1) —x(j0))] ®)

i

D(Xﬁ (.].]/7k> =

donde ! = O refiere a una celda unidad de referencia, e(k) es el vector de polarizacién y o las frecuencias
de los modos normales. Respecto de los r(jI), hay dos elecciones equivalentes para ellos: pueden tomarse
como las posiciones de las celdas R; 6 como las posiciones de equilibrio de los d&tomos. En ambos ca-
sos las frecuencias de oscilacién son las mismas y solo aparece una diferencia en la fase del vector de
desplazamiento. Por coherencia con las clases, tomaremos los vectores de la red de Bravais, o sea:

1

mym =

Dog(jj' k) = D0, /'1") explik - (Ry —Ro)] ©

Energia de interaccion de pares

Utilizando el formalismo desarrollado en el punto anterior, cualquier ejercicio de matriz dindmica se
reduce a obtener las constantes ¢qp (jI;j'I") utilizando (5) y reemplazarlas en (4) y (9) para obtener (7).
Todo ello es bastante mecdnico salvo quizds, el primer item: calcular ¢qg(jl; J'l') en el caso mds general.
Consideremos entonces dos “4tomos” A y B interactuando con una fuerza eldstica de constante C y que
oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio 0 = (0,0,0) y dy = (d3,d3, d§). La energia de interaccién
@(B;A) es exactamente @(B;A) = %(a’—do)2 donde d = |rg —ry4| es la separacion entre los dtomos y
dp = |dy| la separacion en equilibrio. La primera derivada es:

d d|rp—
R
B B
La segunda derivada:
(92([) 8|rB—rA|8|rB—rA| (92|I’B—I‘A| (92|I’B—I’A|
arkars ~~ ork o Clrs —ral arbars ~Co arbars
d|rp—ra| d|rp —ra| 9% |rg —ry4|
o on € —ral = do) arkars

El segundo término se anula al evaluar la derivada en la posicién de equilibrio, por lo que lo descartaremos.
Siguiendo con la derivacion:

¢ cEorh T

8r§8r‘3 iy ~|rp—ral [rp—r4|

(10)

d=dy

Por ejemplo, si la interaccién es enteramente en £, @(B;A) = § (|xg —xa| — dy)? y la matriz de constantes
de fuerza sera:

c 00

6(B;:A)=( 0 0 0

0 0O

Para j y Z es andlogo. Si la interaccion estd en el primer cuadrante ¢ (B;A) = % (\/ (xg—x4)2+ (yp—ya)>— a’o> 2,
entonces:
(d_a‘)z didy
do do do
oEA)=C| Gid (£)

dy do dy
0 0 0
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Para el tercer cuadrante es resultado es igual. Para el segundo y cuarto cuadrante aparece un signo menos
en los términos extra-diagonales.

Algunos ejercicios de la Guia 2

A continuacion va un esbozo de la resolucién de algunos ejercicios de matriz dindmica.

Ejercicio 5

Este es un ejemplo sencillo y haremos solo el item a): encontrar la matriz dindmica. En este ejercicio
tenemos una red monoatémica y por lo tanto no necesitamos una base. Las energias de interaccién de
pares son @(0; +ax) y ¢(0;+by). Revisando la definicion (4) podemos ver que la matriz de constantes de
fuerza, en este caso se simplifica:

Do (0;1) = —0gp(0:1") + Sor Y Perp (0517) (11)
l//

dado que todos los indices j son irrelevantes (no hay base). Comencemos con I’ = 0:

q)aﬁ (0;0) = _¢aﬁ (0;0) + Z¢aﬁ (05 lﬂ)
l//

que, expandiéndolo en [” = Zax, by (el resto de los términos es cero porque solo hay interacciones a
primeros vecinos) queda:
(26 0
d(0;0) = ( 0 2 )

El siguiente caso a considerar es I’ = +af, +by. Aqui el segundo término de (11) se anula porque la delta

es cero. Asi:
Lo [ —Ci 0. P
®(0; +afk) = ( 0 0 ) ; ©(0;£bY) = ( 0 -G ) .

La matriz dindmica es entonces:

1 . . . .
D(k) = — {cp(O;O) +@(0;af)e™® + @(0; —ax)e* + d(0;b9)e™" + (0 —by)e_’kyb}

0, en formato matricial:

B 2% (1 —cos(kya)) 0
D(k) = ( 0 22 (1 — cos(kyb)) ) '

Ejercicio 6

Un poco mas complicado, hay dos d4tomos en la base y el problema es bidimensional, asi que la matriz
dindmica es de 4 x 4. En este caso los indices j serdn A 6 B. Comencemos por el sector AA:

D (A0 AL) = — 05 (A0AL) + Borr ) P (A0; /17) (12)
j”l”

Los términos que aparecen son:
®P(A0;A0) = @(A0;A,aR)+ @(A0;A, —aR) + ¢ (A0; BO) + ¢ (A0; B, —2ay)
+¢(A0;B,ax) + ¢ (A0; B, —ax) + ¢ (A0; B,ax — 2ay) + ¢ (A0; B, —ax — 2ay)

2Csa +2Cy 0
0 2Cug +2C4
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P(A0;A,ax) = P(AO0;A, —ak) = (

El sector AA de la matriz dinamica es entonces:

2(Caa+Ca) 0 2004 20 (1 _ 26,
A — =4 cos(kea) 0 (1 —cos(kya)) + 0
PaLe= ( 0 o) >+< "o o ) - < " 0 " e
my

ma

El sector BB es completamente andlogo:

UlpptCy) 0 — 88 cos(kea) 0 2 (1 — cos(k,a)) + 2t 0
PRk = ( ”(lf 2(Cag+Cs) ) +< " 0 ) 0 ) - " 0 " 2(Cap+Ca)
mp mp
Por dltimo, para el sector AB:
Dop (AO;BZ’) = —%[3 (AO;BZ’) (13)

solo hay tres tipos de casos posibles:

®(A0; BO) = D(A0; B, ~2a5) = ( 0 0 )

0 —Cas
®(A0; B,ax) = P(A0; B, —ax —2ay) = —% ( gj gi )
®(A0; B, —ax) = ®(A0; B,ax — 2ay) = _% ( _Ca _C? )
por lo que:
D(AB k) = _%e_ikya ( 8 cos(okya) ) a

Cy cos(kea) (1+e7254) isin(ka) (1 —e20%) \
isin(kxa) (1 — e*i2kya) COS(kxa) (1 + e*iZkya) -

2¢= %4 [ Cycos(kya) cos(kya) Cysin(kya) sin(kya)
mamg \ Casin(kea)sin(kya) Cycos(kea)cos(kya) +Capcos(kya)
El sector BA se obtiene por hermiticidad y asi la matriz completa es:

D(AA,K) D(AB,K)
D(k) = < D(AB,k)! D(BB,Kk) )

mamp

Para el caso k, = 0, la matriz es:

% 0 - 723‘,‘1%:;? cos(kya) 0
—ikya
- 0 Ot 0 — HCanECe 2 o5 (kya)
N cos(kya) 0 26 0
N g
tkya
0 e () 0 ol
Para el caso k, = 0, la matriz es:
42//:/‘ smz(k-‘T“) + % 0 — %%ng cos(kya) 0
. 0 Z(CAnﬁjC“) 0 — —35‘;13 (cos(kxa) + %B>
(k) = ——ﬁiijm; cos(kya) 0 45133 sinz(]%“) + %ncg 0
2C C 2(Cap+C.
0 _JT%B (cos(kxa) + c%B) 0 ( an 4)



Ejercicio 8 Un tanto complicado porque las interacciones eldsticas no coinciden con los ejes cartesianos.
En este caso nuevamente tenemos una red de Bravais sin base y por lo tanto esperamos que la matriz
dindmica sea de 3 x 3. El problema es que hay 12 primeros vecinos al sitio O ubicados en:

% (rt9): 2

a
+y+72); = (£ZEX

La matriz de constates de fuerza es:

q)(xﬁ (O;l/) = _(P(xﬁ (O;l/) + Sorr Z‘P(xﬁ (O;l”)
l//

La complicacién extra es que ahora el término de interaccion de pares es més general como el visto
en (10) y entonces hay que tener cuidado cuando se evalian las derivadas. Empecemos con I’ = 0:

Dy (0:0) = —Pgp(0;0) + Y oo (0;17)
l//

Tomemos el plano xy, aqui los cuatro Vecinos estan en posiciones que forman un dngulo de 45° y
por lo tanto las constantes de fuerza son C—= 7 \/_ = C/2 = C' a menos del signo correspondiente

segtin el cuadrante. Como todos los otros planos son equivalentes, usaremos C’ para la constante de
fuerza efectiva. Asi:

c 0 0 0 0 O c 00
®(0,00=4| 0 C 0 |+4| 0 C 0 |+4| 0 0 0 |=8CT
0 0 O 0 0 C 0 0C

donde las matrices corresponden al plano xy, yz y zx respectivamente. Para I’ # 0 debemos considerar
los doce vecinos al sitio 0:

4 . c C 0
@(0,5(32—1—37)):(1)(0,—5()2—1—)7)):— c C 0 ],etc.
0 0 0
4 . c —C 0
®(0.5-9)) =@ (0,-5-9))=— - ¢ 0|, ec
0 0 0
La matriz dindmica es entonces:
4 (€00
DK)=—| 0 C 0
N0 o0 C
C C O cC —C 0
1 ka k 1 kea k
-——l cco cos(%a+%a)—— —-C C 0 cos<%“—%“)
N0 0 0 N0 0 0
00 0 0 0 0
1 kva Kk 1 kya Kk
—1 0 C C cos(%a %a)__ 0 C —C cos<}7a—%a)
"\No c cC "\o —-c C
cC 0C cC 0 —C
1 ka k 1 ka k
—~ (o0 o0 Cos(%a-l—%a)—— 0 0 0 cos(%a—%a)
m"\coc m\-co C



Usando las identidades cosu +cosv =2 cos (%) cos (%) y cosu —cosv = —2sin (%) sin (%)

k‘%’) sin (%) 0

cC 00 e
4 2C
DO9=, | 0 C 0| =Sht —sin(4)sin (%) cos()eos(%) 0 |-
00 C " .
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4 cC 00 C COS(%) 0 0 cos "*T" 0 0
Dk)=—10 C 0 f-—- 0 COS<M> 0 |7~ 0 0 0
"\ooc) " 2 m »
0 0 0 0 0 cos(%)
2—200s(k‘7“ 0 0
2C
=— 0 2—cos<k§“> 0
m
0 0 2—c0s(k-‘7“>



