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Guia 4: Modelos de muchos cuerpos.
Thomas Fermi y Funcional Densidad

A. Thomas Fermi (TF)

Recordemos: En este modelo la energia potencial de un electrén ligado a un atomo neutro cuyo nucleo

Z 2/3
tiene carga Z se escribe como V(r)=——¢(r/a;z), donde a. =%Gﬂj Z7"7 =0.8853Z27"" el radio de
r

TF.

La funcién @(X) obedece la siguiente ecuacién diferencial ¢"(x) = %M(x)]” 2, (1)

conocida como ecuacion de Thomas Fermi, y que tiene las condiciones de contorno ¢(0)=1 vy
lim, ., #(X)=0. La hipétesis del modelo TF es que la densidad electrénica n(r) se relaciona con el

potencial V(r) de la siguiente forma: M =-V(r)= %gﬁ(r /ay) (2)

La solucién de la ecuacion (1) es numérica. Hay distintas aproximaciones analiticas y hay tablas. Un
parametro importante del modelo es ¢'(0), la pendiente de ¢(X) en el origen. La integracién numérica de

la ecuacién de TF da ¢'(0) = —1.588558 y J[qﬁ(x)] dx=1.7971 (calculo exacto).
0

3
Una aproximacion muy usada para ¢(X) es la de Moliere® (1947): ¢, (x):Z:aj efhix, con

j=1
a=(0.35,0.55,0.10) y b=(0.3,1.2,6.0), la cual concuerda razonablemente con las soluciones numéricas para
0<x<10.

Otra aproximacion mejor es la de Ziegler-Biersack-Littmark? (ZBL, 1985) con 4 sumandos en vez de 3,

4
2 ()= a;e ", con a=(0.1818,0.5099,0.2802,0.02817) y b=(3.2,0.9423,0.4029,0.216).
j=1

La energia totalen TFes E™ =E, +E_, +E_, donde

E. = [dFk[n(n]**=C,2"" es la energia cinética; (3)
; Z. 7. , . ,
E, = jdr n(r)y(-—) = —§C7Z es la energia potencial electron-nucleo; 4
r
E,= lde n(r) j di n(u)% L C,27" es la electrén-electrdn. (5)
2 [F-d 3

' G. Moliere. Z.f. Naturforsch, A2:133, 1947
2 ).F. Ziegler, J.P. Biersack, and U. Littmark, 7he stopping and range of fons in solids. Pergamon Press, New York, 1985
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donde k = #(0)=0.76871.

ﬂ_z
La correccién a TF para incluir exchange corresponde a Dirac: E™ =E, +E_, +E_ +E,, con

E, =—ijdf[n(r)]4 ’ =-C,Z°” eslaenergia de intercambio (6)

4/3

y C,=0220815; C, = p =0.738559.

7[],3

Scott en 1952 propuso una correccion a la energia total de la forma Eg = E;¢ +27%/2, que toma en cuenta

el principio de incerteza a través de un radio minimo r min >1/Z. El cdlculo detallado de esta correccion
corresponde a Schwinger y von Weisacker.

Esta practica tiene como objetivo estudiar algunas de las propiedades de ¢(X) y determinar caracteristicas
surgidas del modelo de Thomas Fermi.

1. A partir de la aproximacion de Moliere verifique las condiciones de contorno y el valor de ¢'(0) para
este potencial. Obtenga la expresion para la densidad de electrones a partir del potencial de Moliere y

verifique que J.n(r) dF = Z . Ayuda: hégalo a partir de la ecuacién de Poisson, V2V = —47z n(r).
2. Compare graficamente los potenciales de Moliere y de Ziegler-Biersack-Littmark. Elija alguno de los

gases nobles y compare graficamente las densidades obtenidas con Moliere y Hartree-Fock (cédigo de
Johnson en http://materias.df.uba.ar/e3a2016c1/quias/ .

3. Dada la ecuacién de Thomas-Fermi, ecuacion diferencial (1) , demuestre las siguientes propiedades:

A2 por? .,
{ S =0

b) [VXIg00] *dx=1

0

0 [X*1001" dx = 2[[p001dx

0

 [p001"? 5,
d L= dx=—=¢'(0
)l N

4. Dada la relacién de Thomas Fermi entre la densidad y el potencial, ec. (2), muestre que In(r) dr =2

. . 1
5. Expansiones de @(X) en serie de potencias: dada la ecuacién de Thomas Fermi ¢"(x) = T[¢(x)]3/ ’,
X

con #(0) =1, demuestre que
a) para X — 0 el potencial puede expandirse en serie de la siguiente forma

#(x)=1+C, x+§x3/2 +§c2 X*'? 4 .. con C, = #'(0) = —1.588.



Estructura de la material 3, ler cuat. 2016 Departamento de Fisica, FCEN, UBA
b) para grandes x se comporta como ¢(X) — 144/ x*

6. Compare las energias de Er, Erep ¥ de Errow=Errp+Es para los gases nobles (He, Ne, Ar, Kr y Xe).
Grafique E/Z’" en funcién de Z e incluya en la comparacin los valores de las energias Hartree-Fock
obtenidas por Bunge®.

7. Se puede definir la funcién probabilidad n°(r):nTF(r)/Z, que verifica jn“(r) dr =1. A partir de esta puede
calcularse el valor medio como < f(r) >:I f (r)n°®(r)dr . Demuestre que [n’(r)dr =T X[ dx .

Calcule los valores medios <1/r>, <r> considerando la densidad de TF.

8. (Optativo) La energia total en el modelo TF es funcién de la densidad, ecuaciones (3) a (5). El Teorema
de Lenz Jensen dice que la n(r) del estado fundamental es tal que JE /on =0 . Haciendo un factor de escala

artificial en las cordenadas n(f) — s’n(sf) demuestre el Teorema del Virial. Ayuda: exprese la energia de
TF en funcidn de n(sr). Nota: esta demostracidn fue publicada por Lieb en 19813,

B. Density Functional Theory (DFT)

La energia potencial es E=E, +E_+E

xc I

quedE, /on=v,(r) es el potencial correspondiente.

donde cada E,; es funcional de la densidad tal

E,, =[df n(r)(—%) = [dFn(r)v,,(r), donde v,, =-Z/r es el potencial externo;

I
7 -]

E, = %fdf n(r) [ ddi n(u) = %J'df n(ryv.(r) donde v, es el potencial electron-electrdn.

E,. incluye intercambio y correlacion, tal que oE,. /én=v, (r).

C

El método Kohn-Sham parte de proponer una funcional v _(n), obtener v, =v, +v_+v,_ Yy resolver la

ecuacion {—EVZ +V, :lgaj =¢,p, (hamiltoniano de un electron en un potencial). Una aproximacion para v,

. . L, . 4
es usar el de TF Dirac o aproximacion local LDA, es decirv (r)=v> =—§Cx[n(r)]‘”, con C, de la

ecuacion (6).

, demuestre que es idempotente (es

9. (Optativo) Si definimos el operador densidad fi = Z| 9. ),
A

decir A=A% =A’=...) y por lo tanto vale que z J'dq'l n(d,q,) n(G,,q) = n(F).
o=

3 Elliot Lieb, Thomas Fermi and related theories, Review of Modern Physics 53, 603 (1891)

3
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10. Muestre que si la funcidn de onda es siempre positiva, la energia cinética se puede escribir como (von
1

8n(r)
fundamental 1s de un atomo hidrogénico. Muestre que se verifica el teorema del Virial T=-<V>/2.

Weizsécker, 1935) E, = [dFt, , con t, = |§n(F)|2 —%Vzn(F) . Considere el caso del estado

11. Dada t, de von Weizsacker

a) Pruebe que si la densidad tiene a cero a grandes distancias, entonces el término del laplaciano no
contribuye: de V’n(F) =0 . Puede analizar como ejemplo el H(1s) y la densidad correspondiente.

b) A partir de la conclusion anterior puede afirmarse que el factor delante del laplaciano es irrelevante. Parr
en 1986 propuso cambiar ¥4 por 1/8 quedando t;*" = %(_)Wn(?)r —%Vzn(F) =nu,. De esta manera si
ncr

analizamos el estado fundamental 1s de un atomo hidrogenoide muestre que se verifica el teorema del Virial
localmente u,(r)=-v_, (r)/2;con v, =-Z/r.

ext

12. Se puede definir la temperatura local T(r) relacionandola con la energia cinética como si se tratara de
un gas de electrones libres, t;*" (r) :%n(r)kB T(r), donde kg es la constante de Boltzman

(k, =3.16710™° a.u./ K ). Considere el atomo de hidrégeno, cuya funcién de onda y densidad se conocen en

forma exacta. Demuestre que la temperatura asociada es T(r)= , €s decir diverge en el origen y

z
3kgr
tiende a 0 muy lejos. Tome un valor r=1 équé valor de temperatura resulta?. Si definimos la presién como
si fuese un gas ideal P(r)=n(r) kg T(r). Comparela con la atmosférica para r=1.

5/3

13. Definiendo la energia cinética en la aproximacion de densidad local LDA como t,,, =C, n”’°(r), con
513 __4/3
C, = % =2.87123, repita el problema anterior. Revise limites limites r=0y r— oo y el valor en r=1

como indicador.

14. La DFT nos asegura que conociendo la densidad electrénica n(r) podemos encontrar TODOS los
observables (no nos especifica como). Podemos aproximar una funcion distribucion maxwelliana en el
espacio de las fases como

o 1 p’
f S — - )
.p) 27k, T(r)" n(r)eXp[ 2kBT(r)J

De esta manera aprovechamos todo el bagaje termodinamico. Nétese que f(F, p) es siempre positiva.

a) Muestre que I f(F,p)dp=n(r)
b) Calcule f(r,p) para el H(1s). Recuerde que k, T(r)=Z/(3r).
¢) Calcule la densidad de momentos n,_ () =f f(f, p) dr para el hidrégeno y comparela con la exacta

|(Z]$(r))|2 , donde ,(P) es la transformada de Fourier de la funcién 1s exacta del hidrégeno

23/225/2

?,.(p) = (ver guia 1)
1 7[(22 + p2)2
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1 .
15. La energia cinetica exacta esta definida como T =(¢p| - EV2|¢>, con lo cual uno esta tentado de

definir a la energia cinética local como t(r)=¢* (r)[—gvzj(p(r) . Encuente la expresion de la energia

cinética local para el estado fundamental del atomo de H. Comparelo con la prediccién de LDA. ¢Qué ocurre
para distancias mayores a 2 a.u.?

16. En la aproximacion local para los casos paramagnéticos (spin restricted, nT=nd=n/2) las
energias estan dadas por:

5/3 __4/3
T

Eq :ckjdr [n()]”* con C, :3T:2.87123

4/3

3 3
E, =-C, [ dr [n(n]'" con C, =y = 0738559

En cambio para los casos ferromagnéticos (spin unrestricted, n T~nd) las energias son:

Ex =Ec(hnh=E(n 10+ Ec©,nb=D, > [dr[n, ("
o=T,{

E,=E,0hnb=E,n10)+E(0nh)=-D, Y [dr[n,m]"

o=t
A la forma paramagnética se la conoce como LDA y a la ferromagnética como LSDA, S de spin.
a) ¢Qué valores deben tener Dy y —Dy en relacion a C, y —C,?

b) El tomo de hidrogeno es ciertamente ferromagnético. Usando la aproximacion local determine la energia
cinética E, . Comparela con la exacta.

c) Un horror de la DFT es que nos da una energia de exchange E, para el hidrogeno. Usando la
aproximacion local determine E, .

17. Demuestre que si los electrones se repeliesen via un una repulsion de contacto dado por
V(r,)=5(F, —T,), la energia de exchange Hartree-Fock es exactamente la obtenida por la DFT. Encuentre

su expresion incluyendo su dependencia con el spin.

18. Si se conociese exactamente la densidad electronica n(r) del atomo de Helio écdmo podria
determinarse v, (F)?. Ayuda: parta de la ecuacion de Kohn Sham para expresar n(r) en términos de Py

luego obtenga Vv (F) . Recuerde que V (I)=V,(r)+Ve,(r)+V, (r). Nota: en realidad durante algin
tiempo ésta fue la forma utilizada ya que la densidad del helio puede calcularse con altisima precision.

Anexo: Funcion Gamma
rz+n==2

r(z)=jtz-le-tdt, donde zeC y Re(z)>0
0
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[(2)[(z + %) =222 /7 T(22)

g ar 3y 2 8 +3ab+b?

[F -l a’b?(a+b)’

Integrales de interés: j df da

de%:j; {z(l—e’a“)—au e’a”}




