Estructura de la Materia 4 (2c/12)
Practica 5: Ecuacion de Dirac.

1. a) Verifique que las matrices ; y  dadas por

(1) ()

donde & son las matrices de Pauli e I es la identidad en dos dimensiones, satisfacen

Qa o
o Qy

los requerimientos de la ecuacion de Dirac; es decir, son hermiticas, de traza nula y

autovalores 1, y ademas satisfacen el dlgebra de Dirac:
{Oéi, Oéj} = Oél'Oéj + OéjCYZ' = 2(51] 0412 =1
{a;,p} = aif+Pa; = 0 fr=1

b) Muestre que ' = ag, o) = —ay, ahy = By o4 = —as, satisfacen el dlgebra de Dirac.

c¢) Operando a partir de la ecuacién de Dirac, obtenga la ecuacién de continuidad

apDirac

6'tf'z'7“(zc:()
at VP

mostrando que ppire. = YU y jDimc = Utqu.
d) Muestre que definiendo 7° = 8y 7' = Ba’ se verifica

{7 = A =29
2. Demuestre que el Hamiltoniano de Dirac no conmuta con el operador de impulso an-

por
5

| St

gular orbital E, pero si lo hace con el de impulso angular total J=L+8 , con S dado
S

(1)

Muestre que el operador S definido de esa manera satisface el algebra de impulsos

con

o Q
QL ©

angulares, y ademas tiene autovalores j:g.

3. La ecuacion de Dirac para una particula libre tiene dos soluciones linealmente inde-

pendientes asociadas al mismo valor de energia-impulso (p'y F):
U(w,t) = uw(p) en AP (i=1,2)

1



con

Xi .
ui(p) = N ( ¢ ) (i=1,2)
E+mc? Xi
en el caso B = /p?c2 + m2cf > 0, y
U(x,t) = u;(p) erPTHEIE (i =3,4)

con
_C&"ﬁz Xi
wi(p) = N | 1 (i =3.4)
Xi
en el caso £ = v/p?c? + m?c* < 0, donde N es una constante de normalizacion, y

B B 1 B B 0
X1 = X3 = 0 X2 = X4 = 1

i) Verifique explicitamente que son soluciones.

ii) Verifique que para p'= 0 se recuperan las soluciones en reposo.

iii) Determine el valor de N que define la normalizacién covariante u}u; = 6;;|E|/mc?.
Discuta el uso de esta normalizacion que involucra a la energia en lugar de u;-ruj = 0;;
iv) Muestre que el operador de helicidad %f] . P (con P = P/|P|), proyeccién del spin
en la direccién de movimiento, conmuta con el Hamiltoniano de Dirac y con el operador
de impulso 13, de forma tal que se lo puede agregar a éstos para formar un conjunto
completo de observables que conmutan.

v) Verifique que para p' = (0,0, p), los espinores u;(p) y uz(p) son autoestados del
operador de helicidad con autovalores :I:%

. a)Muestre que v° = i7%y19?~3 es hermitico, de cuadrado unitario, y que anticonmuta

con las cuatro matrices v de Dirac. 7° es conocido como el operador de quiralidad.
b) Demuestre que en el limite altamente relativista, la accién de 7° sobre los espinores

u;(p) es la misma que la del operador de helicidad, es decir ¥° coincide con el operador

de helicidad
Yui(p) = (2 -plwi(p)  (1=1,2)

c) Verifique que para las antiparticulas quiralidad y helicidad son opuestas
Yw(P) = (2 plup) (i =3,4)

. Vuelva a obtener las soluciones de la ecuacién de Dirac para una particula libre de
energia I/ e impulso p'a partir de las soluciones en reposo haciendo una transformacion

de Lorentz.



6. Considere una transformacién de Lorentz x* — z# = A* x¥ que transforma al espinor ¥
segin ¥ — ¥ = S, ¥ donde S 17” Sy = A¥ 4" . Sabiendo que para una transformacion
infinitesimal A}, = ¢ + €}, para el operador S se obtiene S =1 + %[yu, Y ]e"” muestre

que

(8) §1? =057

(b) ¥ =US~!con U =Ulqy0 .
(c
(d

(e

g* = U~y*U es un cuadrivector

)
)
) UV es invariante Lorentz
)
) 7% = U~V es un seudoescalar dado que [S,~°] = 0 para rotaciones y boosts y
Sp = 1" es solucién de Sp'ySp = A¥ 4" cuando A corresponde a una inversién

de coordenadas (t — ¢,z — —x).

7. A partir de las soluciones para particula libre de la ecuaciéon de Dirac con £ > 0 ,
verifique que en limite no relativista (E & mc?) las componentes inferiores (o débiles)
del espinor de Dirac son de orden v/c respecto de las superiores (o fuertes), y que estas
ultimas tienen la forma de una solucion de Schrodinger para particula libre multipli-

cadas por un espinor de Pauli de dos componentes.

8. A partir de la sustitucion p — p— %ff v E — exgp+mc? —q®d en la ecuacién de Dirac,
muestre que en el limite no relativista exp — ¢® << mc?, las componentes superiores
de las soluciones con F > 0 satisfacen la ecuacién de Schrodinger-Pauli

1 o\ 2 h =
- (ﬁ— qA) 40— L3 B U= eypu
2m c 2mece

9. Analice el problema de la transmision y reflexién de una particula de Dirac de energia
E ante un escalén de potencial V. Muestre que el coeficiente de reflexién puede ser

mayor que la unidad en el caso que Vy > E +mc?, y que en tal situacién el coeficiente

de transmisién es negativo. Cémo se interpreta ésto?



