ESTRUCTURA DE LA MATERIA 4
SEGUNDO CUATRIMESTRE DE2017
PRACTICA 5: ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS DIRAC Y KLEIN GORDON

A pesar de que los intentos por construir una mecanica caardlativista para un sistema con un
numero fijo de particulas, el estudio de estas ecuacioneadteinvariantes de Lorentz (Dirac y Klein
Gordon) es fundamental para construir e interpretar el loaaandard desarrollado en el marco de una
teoria cuantica de infinitos grados de libertad.

a) Cuestiones elementales sobre las ecuaciones de Dirac ilklGordon y sus limites no rela-
tivistas

1. ¥ Halle las soluciones de onda plana de la ecuacién de Klemdd€Bo

Hop+mPe=0
Verifique la relacién de dispersion de una particula de mggara el numero de onda.

2. Halle el limite en el cual una solucidén de la ecuacion derK{gordon verifica la ecuacion de
Schrédinger para una particula libre de miasa

3. A partir de la definicion de las densidades y corrientesrdegbilidadp (x,t) y J(x,t) en términos
de las soluciones de las ecuaciones de Schrodinger y Kleide@, demuestre la validez de la

ecuacion de continuida% +0-J =0 en ambos casos. Halle la componente 0 de la corriente en el
caso de Klein-Gordon y compare su signo para solucionesstiatdisigno en la frecuencia.

i 0 g B I 0
e-(23) ()
muestre que definiendd = By y = Ba' se verifica

DAV Y =P+ = 2.

(Estas matricey constituyen la representacion de Dirac.). Escriba exphoente algunas de esas
relaciones para entender lo que significan.

4. ¥ Dadas las matrices

5. Sea la ecuacion de Dirac escrita en forma covariante,
(i0uy* ~mM)(x) = 0.
(@) Halle las 4 soluciones en reposo linealmente indepedientes
u®(m,0), u®(m,0), u®(m,0), u®m,0)
junto a sus respectivas dependencias temporales.
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(b) Operando a partir de la ecuacion de Dirac, obtenga lac&mude continuidad

0 Pbirac
ot

mostrando qu@pirac = Y Y y Jpirac = YTd Y o en forma compactg# = PyHy.

+ ijDirac =0

(c) Halle el Hamiltoniano de Dirac que permite escribir la@ton de Dirac como una ecuacion
de Schrodinger,

Hy =ioy.
6. Momento angular total:

(a) Demuestre que el Hamiltoniano de Dirac no conmuta corpetamlor de impulso angular
orbital L, pero si lo hace con el de impulso angular tdtal L + S, conSdado por

S=23

. /G 0
z—(o a)

(b) Muestre que el operad&rdefinido de esa manera satisface el lgebra de impulsosazesyul
y ademés tiene autovalored /2 (+h/2 en unidades anti-naturales).

Il
NI =

con

(c) Verifique este operador satisface el valodéesperado para una particula de espid 1

7. A partir de las soluciones para particula libre de la edmade Dirac corkE > 0 , verifique que
en el limite no relativista las componentes inferiores (oild8) del espinor de Dirac son de orden
v/c respecto de las superiores (o fuertes), y que estas ultierentla forma de una solucion de
Schrddinger para particula libre multiplicadas por unmespde Pauli de dos componentes.

8. A partir de la sustituciop — p— gAYy E — eng+ m— q® en la ecuacién de Dirac muestre que, en
el limite no relativista y de campos débiles, las comporssuperiores de las soluciones & 0
satisfacen la ecuacién de Schrodinger-Pauli que aprendifeeanica Cuantica,

1 2 ql. < _
<%(5—QA) +Q¢—9§n§0-5> Y = enrY,

dondeg es el factor giromagnético del electron que, si hizo las @gehien, habra llegado a que
g="2.

b) Grupo de Lorentz y transformacion de espinores

9. El espinor de Dirac transforma de una manera caracteriatite transformaciones del grupo de
Lorentz (es decir, rotaciones y boost. Esta esta dada pomaiidz S que se obtiene exponen-
ciando los generador&s'f = e, y#]. La transformacion del espinor se obtiene medi&ates

_ i aB B . s
e 2%apZ" dondew, g son los parametros de la transformacion de Lorentz.



(a) Halle la expresion explicita de estos para el caso deataeidn en torno a un eje generico.
(b) Idem para el caso de un boost.

10. Para hallar las soluciones de la ecuacion de Dirac conemiag # O se puede aplicar un boost

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

sobre la soluciones en repogb=€ 0). Se puede ver que las soluciones de energia positivailreega

X ) e K%y (—yHky, +m) ( g > &% respectivamente.

son proporcionales @*ky, +m) ( 0

(a) Verifigue que ambas son soluciones de la ecuacion de.Dirac

(b) Verique que la parte inferior (superior) de las compoeemlel espinor tiende a cero para
momentos bajos.

Considere una transformacion de Lorexttz— x# = AH ,x" que transforma al espingr segun

Y — ' = S\ siensdSla matriz definida previamente. Tomando por valida la igaaqu“s,\ =
AH Ly (ver referencias para esto), muestre que

@ S =ys

(b) ¢' = gs*cony = YTy

(c) Yy es invariante de Lorentz.
(d) j* = Yy*y es un cuadrivector.

c) Helicidad, quiralidad, paridad

Muestre que para una solucidn generica de la ecuacionrde {, ¢ definida como(t,X) =
Y(t,—X) no es solucon. Muestre quell es solucion. Esto motiva la defincién de la operacion
paridadZ? definida comoZ = ypy ol siendol la operacion de inversion espacial. Verifigue que
las cantidades definidas en el ejercicio anterior tienenmportamiento adecuado ante paridad.

Muestre que” = iyPy!y?y® es hermitico, de cuadrado unitario, y que anticonmuta coruatro
matrices de Diracy® es conocido como el operador de quiralidad.

Partiendo de la definicién de los operaddtes- %(1i y°), muestre que

(a) que son proyectoreE’ft =Py
(b) y que corresponden a la quiralidRijht y Left y°PL = +

Muestre que la operacion paridad convierte un espimpriezdo (autovector dg con autovalor
—1) en uno derecho (autovector gecon autovalor-1) y viceversa.

Muestre que:

(@) Yy°yY es un pseudoescalar.
(b) Yy*y°Y es un pseudo-cuadrivector.

Definiendajr =Py y Y. = P_y, muestre que:



(a) la ecuaciéon de Dirac en el caso masivo puede escribirse dos ecuacione acopladas para

YrY o
(b) Muestre que para particulas muy livianas o ultrardakttig, la ecuacion de Dirac se desacopla

en dos ecuaciones diferentes péray Yr.
(c) Como consecuencia de lo anterior, muestre que para umoesjd masa cero es posible tener

soluciones de quiralidad definida.

18. Muestre que el operador de helicid%fﬁ P con (F3 = I3/|I3|), gue da la proyeccion del spin en la
direccién de movimiento, conmuta con el Hamiltoniano deaBiy con el operador de impul$d

de forma tal que se lo puede agregar a estos para formar wméomgjompleto de observables que

conmutan.
19. Demuestre que en el limite altamente relativista, l@adey® sobre los espinorag p) es la misma
que la del operador de helicidad, es da€icoincide con el operador de helicidad

you(p) = (2. pu(p).
. Por otro lado, verifique que para las antiparticulas, idad y helicidad son opuestas

VV(P) = —(Z. p)V(P).



