3. Ecuaciones relativistas. Considera la representacion de Weyl de las matrices +:
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a) Plantee la ecuacion de Dirac para un espinor de la forma ¢ = ( > y muestre que para m = 0 se

desacoplan ¢y, v ¥R.
Solucioén:

La ecuacion de Dirac (iy*0, —m)i = 0 en la representaciéon de Weyl se escribe como el siguiente

sistema
{0 O ) 0 o) B Isya 0 (AN
[Z <8t 0) e <—Uiai 0 > " ( 0 Iz><2>] (1/1R> =0

De modo que obtenemos para los espinores ¥r v ¥r,
{Z(at + 0281)@&3 = me N {(8t + Ulaz)’(ﬁR =0
’i(at — Ulaiﬁﬁ[, = m¢R m=0 (8t — Uzaiﬁﬁ[, =0
Para escribir las ecuaciones de una forma un poco més compacta defino o = (Iax2,7) y o (Ilax2, —0).
De modo que (9, + 0%0;) = o#9, y (8; — 0"9;) = 50, y por lo tanto las ecuaciones son

it 0 vr = mipr, 0”0 = mypr

Claramente el sistema se desacopla si m = 0.

b) Asumam #0y proporgendo soluciones del tipo onda plana, o sea proporcionales a e~ “@t=F%) myestre
que vale m? = w? — |k|2. Escriba explicitamente las cuatro soluciones linealmente independientes
(analogas a las encontradas en la practica en la representacion de Dirac)

Solucién:
Proponemos soluciones de la forma v ~ Filwt—k-7) <ZL > donde el signo negativo corresponde a las
R

soluciones de energia positiva y el signo positivo a las de energia negativa.

Aplicando las ecuaciones de Dirac obtenemos

{me = F(w — o'ki)Yr = Fo'kubr

mipr = F(w + o'k, = Fol'kur

Si multiplicamos por m en una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y reemplazando my g por la
segunda llegamos a

m*pp, = (@ k) (0" k) Yr = (W — 07kj) (@ + o'k, o (w? = [k[*)r
yu
De la cual obtenemos la relacion de dispersion m? = w? — |l§|2 ¥
Ahora encontremos cuatro soluciones linealmente independientes.

Soluciones de energia positiva:
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*Hay otra forma, un poco maés sofisticada, de llegar a esta relacion. Aplicando (iv”9, + m) a la ecuacion de Dirac. Esto
nos da (47”0, + m)(iv*0, — m)¥ = —(v"4*0, 0, + imy* 0, — imy” 0y + m?)¥ = (v"4*0,0, + m?)¥ = 0. Ahora recordemos
que Y'y* = W Entonces al contraerlo con 0,0, solo sobrevive el anticonmutador ya que el conmutador es
antisimétrico. De modo que v'4*0,0, = W(‘L@M = % v, 7"} 0,0, =" 0,0, = 9*8,. Y por lo tanto la llegamos
a (0"3, +m*)W =0. Y si 8, = —ip, queda (—p*p, +m?)V =0 = (—w? + > + m*)¥ = 0 — m? = w? — |p]?

. FE
Para esto vamos a quedarnos con las ecuaciones ¥p = L= Gm“ 1. Reemplazando en




Esta solucion ya es la correcta para m # 0 pero si escribimos ¢, = (w — 0°k;)§ = 0"k, reescribimos
la solucién como

Ci(wt—RE otk Citwt—ia) [(TFkuE 1 0
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Luego, las soluciones de energia negativa son analogas
Soluciones de energia negativa:

: _ (w—0ky) oMk
Tomando las ecuaciones ¢y = —=———“1p = ——*9Ypr
- Fhk
b~ (FD) (— m“ibR)
VR
Y con la transformacion vy, = —(w + o'k;)x = —otk,x llegamos a

o i(wt—k-T) mx _ (1 0
vt ) o =)

Finalmente, las cuatro soluciones linealmente independientes son

1 0 1 0
otk oMk m m
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Un error tipico fue suponer que las cuatro soluciones linealmente independientes son

1 0 (w—oiki) 1 (W—O'iki) 0

e_ikuxﬂ 0 1 m 0 m 1
(wiok) (1N |7 | @io'k) (O | 1 ’ 0
m 0 m 1 0 1

Veamos que hay dos que son linealmente dependiente de la otras. Encontremos «, 5 € C tales que

<1> (=o' <1) ook (0> =o'y <a>
o) (1Y ] 71 1 0 0 a a
m 0 0 1 B
Entonces

(w-‘y-Uiki) 1 o L w + kz kx — Zky ]. o
m 0) ™\ ky+iky, w-—k, 0)
Reemplazando en las otras ecuaciones
w-o'k) (@) 1 [ w—k — (kg — iky)\ [
m B T m _(ka;+Zky) w—i—kz kx+iky
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De manera que ot (1 == 1 - 0
m 0 0 1




4 1 — kl_Zky m 0 w—k, m 1
Y anélogamente (it (0 = = 1 + 0
m 1 0 1

Concluyendo entonces que estéas soluciones son linealmente dependientes. La clave estd en que al
considerar esa diferencia de signos en el exponente de la fase global se obtiene una diferencia de signos

relativo entre el primer y el segundo par de componentes del espinor. Esto es mi = Fo"k,yr para
+k,
eTrnT

Asuma m = 0. Repita el item anterior (*). Muestre que las soluciones encontradas son autoestados de
helicidad h = SP (no es necesario hacer cuentas!).

Solucioén:

Sim = 0, volvemos a las ecuaciones que ahora desacoplan en

{(w —o'ki)Yr =0
(w+ ki), =0

Aplicando (w + ¢'k;) en la primera ecuacién obtenemos

0= (w+0'k)(w—o'ki)vr = (W — |k*)¢r
Anélogamente para 1.
Entonces w? — [k|2 = 0 = m?2, y por lo tanto w = |k| (donde tomamos la convencién de w > 0).

Para encontrar las soluciones linealmente independientes simplemente evaluamos m = 0 en las soluciones
que obtuvimos anteriormente. Entonces
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Si no se nos hubieran ocurrido esas transformaciones para evitar ese factor % podemos llegar también
a estas soluciones usando la ayuda.

Dado un vector x, la ayuda nos dice que (w + o'k;)(w — 07k;)x = (w? — k|2)x = 0; y la ecuacion para
Y1 es (w+ o'k;)yr, = 0. De modo que el operador (w — o7k;) manda cualquier vector y a una solucién
de ¥r; por lo que 1, = (w — 07k;)x. Anélogamente ¢p = (w + 07k;)x. Y como ya mostramos que se
desacoplan obtenemos las soluciones de arriba.

Otro error tipico fue suponer que si 17, # 0, y como (w + ok;)yr, = 0 entonces (w + o'k;) = 0. Pero
esto no puede ser ya que

(w4 o'k;) = (

Pero sumando y restando las componentes cruzadas llegamos a que k; = ky = k. = w = 0. Y lo mismo
ocurre si pensamos que (w — o'k;) = 0. Aca solo falta recordar que los operadores pueden tener nticleo.

wHk,  ky—iky _ 0
ky +iky w—k, )

Finalmente, y a pesar de no haber obtenido las soluciones para ¥, y ¥ g, podemos ver que estas son
autoestados de helicidad. Para esto simplemente tenemos que notar que de las ecuaciones desacopladas
y sabiendo que w = |k| es

ki

—=0Yp=vYr vy =0Yp =YL
k| k|

o = () oo - (8). ot - (57 0)(5) - (5) <t
0

0
analogamente h =1
& <¢R> 2 (lDR

*Ayuda: w? — [k = (w—G-k)(w+ - k)



