2do parcial E4 2do cuatrimestre 2019 resuelto

1.
1.1.

El lagrangiano total es £ = @iv“D#\I/ — iF’“’F,“, —mW¥W¥, donde ¥ es un campo de Dirac y F,, F'*" es el término
cinético del campo de Maxwell (recordemos que F),,, = 0, A, —0,A,). Ademas para hacer interactuar el fermién con el
fotén reemplazamos la derivada usual 8, del lagrangiano del fermién libre por la derivada covariante D, = 8, +igA,,.
Expandiendo el lagrangiano y nombrando explicitamente sus términos

L=Uiy"9,¥ —mI¥ — gUy*A4, ¥ — EF’“’FW
———

Electromagnético

Fermién libre Interaccién

1.2.
oL

Las ecuaciones de movimiento se obtienen de calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange ‘g—g — 8ﬂm =0.
Para este lagrangiano hay 3 posibles ¢: U0y Au-
Para ¥: g—é =-—mV¥ — gUy'A, y 8#% =10, Uy*
10, (Uy") + mU + gUy* A4, =0 (1)
- 9L _ ;. p oL  _
Para U: 2% = iy"0, ¥ —mW¥ — gy" A, ¥ y 8MW =0
Vo —m¥ — gy" A, ¥ =0 (2)
Para A,: aaTﬁ = —gU~”W. Ahora tenemos que derivar F},, F*V. Antes notemos que
F,F*" =F,0"'A" - F, 0"A* =F, 0"'A" — F,, 0"A” = 2F,,, 0" A"
~

F,, 01 AY —Fp,

F o F* =nton"PF,,0,A, = 20" n"?(0,A,0,A, — 0,A,,0,A,)

Entonces
aF@ﬁFaﬁ ay, Bo a(aaA/Ba’YAé — aﬁAaa’YAls) ay,. Bo v v L v v

= 2(" 00, As + 0 00 Ap — P00, As — D5 An) = A(OFAY — 9 AM)

Ahora si podemos calcular 8,1%.
LAy

o _oL fla OFapF?
“9(0,4,) _  470(0,4,)

Ahora si estamos en condiciones de derivar Euler-Lagrange:

= 0, F"

~~

O F™ — gUy" ¥ =0 (3

Veamos que son invariantes de gauge. Recordemos como transforman los campos. U/ = e~ 9@ T/ = ¢92(@) g
y A, = AL+ (Oua).
Para ¥ queremos ver que (2) se mantiene igual al aplicar las transformaciones. Entonces



iyM9, 0 — gy ALY — mU’ = V"0, (e7 9@ W) — gy (A, + 9,0)e 9T — e~ 9@ g
— e (0,8) + g (0,0(@) (e DT) — g7 A, IDT — 10, 0(a))e DT — ey

= ¢"19a(®) [iv"0, ¥ — gy AU —mP] =0
El resultado es analogo para V.
Ahora para A, queremos que (3) siga valiendo. En primer lugar es claro que

F,’W =0,A, — E'VA;L =0,A, + 0,0, — 0, A, — 0,000 =0, A, — 0 A, = Fu
Finalmente, es claro que

gU A"l — O F'™ = geigo‘(z)@’y”(e_iga(z)\ll) — 9 F'M = gUy" U — 0 F" =0

1.3.
La corriente es JH =3 %5% — F* con F* tal que 0, F" = 0L
Sabemos que la simetria global del lagrangiano es U(1). Entonces transformamos ¥’ = ¢~%9°W¥  de modo que

U = —ig¥ y 60 = ig¥.

Puesto que ahora la fase no depende de la posicion, esta transformacién no afecta al termino que va como la
derivada de W. Entonces las fases entre U y W se cancelan dejando £ = L y por lo tanto 9L = 0 = 9, F*. Por lo que
F* es constante y lo podemos tomar igual a 0.

Luego tenemos

oL oL

JH = —ig¥) + —(ig¥) = gU~y" ¥
8(aﬂ,)( ig¥) a(aﬂxp)(lg ) =g¥y
WAk 0

Esto nos permite escribir la ecuacién (3) como 0, F* = J¥.
Ya mostramos en el item anterior que este termino es invariante de gauge. Veamos ahora que es conservada. Para
esto tenemos que calcular 9, J*.

J' =g [OM(E'yIL)\II + @’y“@,(ﬁﬂ]
Ambas derivadas se despejan de (1) y (2) como
0 (UH) = imV¥ +igUyr A, y 440,V = —imW — igy" A, V.
Finalmente 9, J" = g [im¥V + igWy* A,V — im¥V¥ — ig¥y*A,] ¥ = 0 y por lo tanto la corriente es conservada.

2.
2.1.

El lagrangiano puede reescribirse en forma matricial de la siguiente manera:
L= @(Z.’)/Mauzgfg - M) v

Para que el Lagrangiano tenga simetria U(3) se debe poder multiplicar al campo por una matriz unitaria de 3x3,
de manera tal que el lagrangiano quede invariante.

L=V (iv"0, L3035 — M) QU =V (in"0,T303 — M + Q1 [Q, M]) ¥

Donde U es el triplete de espinores originales El lagrangiano queda invariante si y solo si [Q2, M] = 0. Como 2 puede
ser cualquier matriz unitaria, la tinica forma de que conmuten para toda €2 es que M sea multiplo de la identidad. Es
decir, las 3 masas deben ser iguales.

Si en cambio se quiere que sea invariante antes U(2)xU(1) € no es una matriz arbitraria de 3x3 sino que es una
matriz con un bloque de 2x2 y un bloque de 1x1.

Q1 Q2 0
Queeva) = |21 Q22 0
0 0 Qs3

Entonces para que el conmutador sea 0 no hace falta pedir que las 3 masas sean iguales, ya que el conmutador de
dos matrices por bloques es el conmutador de los bloques. El bloque inferior conmuta trivialmente por ser de 1x1, el
bloque superior de vuelta solo conmutara con matrices multiplo de la identidad en el bloque 2x2, por lo que solo basta
pedir que my = ms.



2.2.

Para hacer invariante de gauge al lagrangiano se reemplaza la derivada por la derivada covariante
Oy — Dy =0, +igW [T,

Donde los Tj, son los generadores del grupo por el cual se quiere gaugear y los W son los campos introducidos,
tantos como generadores haya. Como se quiere gaugear SU(2) y el nimero de generadores para SU(N) es N? — 1,
habra 3 campos de gauge. También es necesario introducir el término cinético para los campos de Gauge, el cual es
Tr(GuG*) con G, = Gy, T, y G, = 0, W7 =0, Wi — gf;}CW,i’Wlf con fg la constante de estructura del grupo, que
en el caso de SU(2) es el tensor de Levi-Civita. El término cinético es tal que es invariante ante las transformaciones
que deben satisfacer los campos de gauge para mantener la invariancia del lagrangiano.

Los términos relevantes para interaccién vienen dados por los términos de la forma ig@’y“Wf}Ta\I} donde ahora ¥
es un doblete de espinores en lugar de un triplete porque nos olvidamos de la tercer componente. Los generadores de
SU(2) son las matrices de Pauli por lo que los términos existentes serdn

—g[Wi (W17 Wy + Woy" Wy ) + W3 —iWyyH Wy + Wy yH Wy ) + W3 (U194 Ty — UpyH y)]

Estos términos dan lugar a los siguientes vértices:

\Ifg W3

o

Los términos con Wl} y Wﬁ se pueden reagrupar con la siguiente definicién

1 T2
et WA F W
u V2

Los términos de interaccién relevantes se reescriben como
g — _
—% ’E’Y“W:\IJQ + \IJQ’YMW# \Ill}

Los vértices que surgen de estos términos son

Por otro lado el término cinético de los bosones también da lugar a vértices. 217 (G ., G*) = Gf,GR” = (9,W —
O Wa—gfa WEWE)(OHWE —0"Wh—g XS WHWE) = (..)+g0 W f < WEWY +¢2 fo f2'C WEWEWEWY. La constante
de estructura es 0 si dos indices son iguales por lo que en el término ciibico los 3 campos deben ser distintos (y como
solo bay 3 campos, hay un solo vertice posible). Las constantes de estructura del término cudrtico indican que b, ¢, b'yc’
son diferentes a a y que b # ¢, b’ # ¢’. Esto indica que los vértices involucran dos campos, cada uno apareciendo dos
veces. Los vértices provenientes de los términos cinéticos son entonces:



. n I I
VV2 1% W2 W3 Wl
M
1
W, w w2 W w3 W W
2.3.
1+1—=1+1
vy Uy
3
W
Uy L2

1+ 2 — 1+ 2: Este proceso no puede existir porque la simetria global U(2) del lagrangiano tiene un subgrupo
que es U(1)xU(1), es decir, un U(1) global para cada particula. Tener invariancia U(1) global implica conservacién del
nimero de particulas menos antiparticulas de cada especie y en el proceso no ocurre. En manera analoga el color se
conserva para una simetria SU(3) de color.

1+ 2 — 2+ 3: Este proceso no puede existir. Si los fermiones 1 y 2 tienen simetria SU(2) entonces su doblete
tiene una simetria global U(1), lo que quiere decir que la cantidad de particulas del doblete menos la cantidad de
antiparticulas es invariante. En el proceso hay en el estado inicial una particula y una antiparticula pero en el estado
final solo hay una particula, ya que el fermién 3 no cuenta al no ser parte del doblete que respeta la simteria.

3.
3.1.

Los términos de interaccién entre fermiones y el B, y el Wl‘f son los siguientes:
/Y* o INTIWIA Y yas]
L=(.)4+g 5\117 BV + gUy' W T3V

Separando el lagrangiano en su parte right y left, y recordando que los generadores T, son nulos para la parte right se
tiene

YLi _ YRi
Lp=(.)+ Q'T\IJLWBH\I!L + gV WETs Uy Lr=(.)+ QIT\I/R'VMBH\IJR
Ademads, como Q@ =T3+Y/2y Qs = f% y su T3 vale f% para la parte left por ser un quark de ’abajo’ y 0 para la
parte right porque los generadores de la parte right son nulos, obtengo que Y = —% yYE = % Ahora reescribo los
términos anteriores ademas reescribiendo B, y WS como combinacién de A, y Z, e inmediatamente me olvido de los
términos con A,. Recuerdo que B, = cos(0)A, — sin(0)Z, y W3 = cos(0)Z, + sin(0) A,

. . 1 . r L
Lr=1(.)— %szn(@)\Ifoy“ZH\IlL - QQCOS(G)WL'}/”Z“\IJL Lr=/(.)+ %szn(@)\IfRfy“ZH\IJR
Multiplico y divido por los senos y cosenos apropiados para que aparezca e y reagrupo

B sin(0) cos(0) \ — — sin(0) — "
L=() = 2Zue [(6005(0) + 2$in(9)> Pl 3cos () V7" le

Como 6 es un angulo chico, el acople left es mayor a 1 y el right menor a 1, como un ejemplo sencillo para mostrar
que ambos acoples son distintos.




3.2.

Como el 7 tiene masa, el decaimiento del Higgs a 7 4+ T es sencillo:

all

Donde el término de lagrangiano asociado al tinico vértice es %h@\lf
Como los fotones no tienen masa, el decaimiento a dos fotones tiene que involucrar algo que acople tanto al Higgs
como al foton, es decir, cualquier particula cargada con masa, por ejemplo el quark b:

v

Los términos de lagrangiano involucrados son, al igual que antes, el de acople a Higgs %h@\ll y el de acople
electromagnético g@’y"A#\If
El proceso completo tiene el siguiente diagrama
v

hl

e~ +et — put +d+7u: no es posible porque no se conserva el niimero lepténico. En el estado inicial hay un leptén
y un antileptén y en el estado final hay un antilepton.
e +et —we +ef




u+d — d+u: no es posible, el estado inicial tiene carga eléctrica 1 y el estado final tiene carga -1 (caso
completamente andlogo al 2.3.iii).



