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Estructura de la Materia 1 — Practica 3

Problemas 3 y 4

En esta practica consideramos flujos planos, irrotacionales e incompresibles, que si bien son una
idealizacion, pueden aproximar en forma adecuada situaciones reales especificas. Por ser plano,

nuestro fluido va a estar descripto por un campo de velocidades de la forma

U=uv,(z,y)T +vy(x,y)y

aunque en algunas ocasiones sera conveniente usar coordenadas polares en lugar de cartesianas. La

condicién de irrotacionalidad implica
W=Vxi=0=uv=Vo |,

es decir que existe una funcion potencial ¢ de la cual podemos obtener el campo de velocidades. La
condicion de incompresibilidad nos dice que

Vi=0= 0=V xt

VX ($2)

es decir, que el campo de velocidades se puede derivar de una funcion corriente 1 (como 1/7 esta
definido a menos de un gradiente, sin perder generalidad, podemos usar esta libertad para pedir que
siempre el campo @Zj apunte en 2). 1 recibe el nombre de funcién corriente porque es una funcién que
toma un valor constante sobre cada linea de corriente (compruébelo verificando que (7.V)) = 0).

Notemos que asi definidas las funciones corriente y potencial, se cumple que

o o o
or " oy > oy Y oz

es decir que ¢ y v verifican las condiciones de Cauchy-Riemann lo que ademds implica que son
armoénicas. A partir de estas dos funciones podemos definir una funcién en el plano complejo que

llamaremos potencial complejo W (z) = W (x + iy)

W(z) = ¢(z,y) +ith(x,y)

Este potencial complejo verifica
aw

dx

y la idea es conocer la forma que adopta el potencial complejo para diferentes flujos elementales

= Uy — 1y

como corriente uniforme, vortices, fuentes y sumideros, etc. Veamos algunos ejemplos de potenciales

complejos.
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Flujo uniforme

Consideremos un flujo uniforme (un campo de velocidades uniforme), con direccién que forma un
angulo a con el eje x

Up = VpCOSQ , Uy = VoSN
la conexién con el potencial complejo esta dada por

aw
dz

= v, — v, = vo(cosa —isina) = vy e = W(z2) = vy e "z

Vortice de circulacion I’

Sabemos que la expresién para el campo de velocidades correspondiente a un vortice en el origen

expresado en coordenadas polares es
] A
v=—0
2mr
donde I' es la circulacién del campo de velocidades. A esta altura quizds sea necesario hacer una

aclaracion, si la circulacién del campo es no nula, esto implica

O#F:fﬁ.dﬁz/&.dg ,
C S

y este resultado no seria posible si & fuera idénticamente nulo. Lo que en realidad tenemos es que
para todo el plano la vorticidad es nula, excepto para el origen en que se tiene una singularidad,
de forma que puede representarse como & = I'6(7)Z. De la forma del campo de velocidades y de la

expresion del gradiente en cilindricas tenemos

L

- .0 T B
V¢—(Tar+;8g>¢—%€:>¢(r,0)—2ﬂ_

Por otro lado tenemos para la funcién corriente

- r R T . r
V x (@Dﬁ) = <;ae—98r)¢: %9:>¢(7’,9) = —2—1nr

™

A partir de las expresiones para el potencial y la funcién corriente tenemos

r r I I 4 I
W=o¢+i= %6 — i%ln'r = —;—W[ln(r) + 6] = —;—Wln(reza) = W(z) = —;—Tln(z)

Fuente de caudal )

El campo de velocidades correspondiente a una fuente en el origen es

U= —Q 7
omr
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donde () es el caudal de la fuente. Es posible hacer un comentario similar al que hicimos para el
vortice, pero ahora teniendo en cuenta la divergencia en lugar de la vorticidad. Para el potencial

planteamos la igualdad

Vo = (m + a(,> ¢ = QT — &(r,0) = %lnr
La funcién de corriente satisface
V x (2) = (gag - éar) ) = %r = Y(r,0) = %
Entonces el potencial complejo seréd
W=¢+ip= anr—i—z% = %[ln('r’) + 6] = %ln('r’ew) = W(z) = %111(2)

Dipolo de fuente y sumidero

Consideremos un sumidero en el origen y una fuente en (Z ambos con el mismo caudal volumétrico
. tomando el limite |J\ — 0 y manteniendo constante el vector ch = [ig obtenemos el flujo dipolar
fuente-sumidero de momento dipolar fig. El potencial complejo correspondiente a esta configuracion
podremos construirlo como la superposicién de los flujos correspondientes al sumidero y la fuente
(por qué es valido el principio de superposicién?) y luego tomando el limite zo — 0, donde zj es la

representacién de d en el plano complejo (es decir, si d = (g, yo), entonces zg = xo + iyo = |20|e™®)

Q Y Q |lzole™  pge™
W(z) = lim —— [log(z — z0) — log(2)] = lim —o—-—— = ———

donde « serd el angulo entre el eje real y la orientacién del dipolo. De manera similar se obtiene el

dipolo construido con dos vértices con circulaciones opuestas.
Dipolo de vértices

Z.,U/F elo
2wz

W(z) =

donde ur, definido en forma similar al caso anterior, es el momento dipolar de la configuracién.

Problema 5

De este problema en adelante consideraremos flujos en presencia de contornos soélidos. En primer

lugar consideremos un flujo plano el cual puede ser representado por el potencial complejo Wy(z). Si
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a ese flujo le agregamos un contorno sélido dado por un circulo de radio a centrado en el origen (o
un cilindro, si pensamos en un flujo tridimensional con simetria de translacion en el eje z), el flujo

resultante estara descripto por el potencial complejo
W(z) = Wo(z) + Wy(a®/2)

donde la barra sobre el segundo término significa que se conjugan los pardametros del potencial pero
no la variable z (otra forma de notarlo es Wi (a?/2*)). Este resultado es el llamado teorema del circulo
de Milne-Thomson. Cabe destacar que si Wy(z) es analitica en |z| < a, entonces el nuevo término no
agrega singularidades en el flujo (o sea, en |z| > a)

2

si 2] >a= |—| <a== Wy(a®/z) es analfticaen |z| > a

El potencial complejo ademas de considerar los flujos elementales que lo definen (esto esté incluido en
el término Wy(z)) debe verificar las condiciones de contorno que imponen la presencia de contornos
solidos. Especificamente, los contornos sélidos deben coincidir con lineas de corriente del flujo. En
particular, en el caso del circulo de radio a en el origen debemos tener que |z| = a corresponde a una

linea de corriente, veamos que el potencial complejo propuesto satisface la condicién de contorno
si z=ac? = W(|z| = a) = W(ae?) = Wy(ae?) + Wi(a?/(ae ™)) = Wy(ae?) + Wi(ae®)

= W(|z| =a) = 2R {Wy(ae”)} = S{W(|z| = a)} = ¢ ,_, =0
y esta tltima igualdad implica que |z| = a es una linea de corriente.

i) y ii) En el primer caso, planteamos la con- U
o0

figuracién correspondiente a una corriente uni-

forme en el infinito con un dipolo en el origen

apuntando en la direccién opuesta. El potencial

complejo correspondiente es

Hee™ L Ho

W(z) = Uoz - 2mz 2mz

Por otro lado, tomamos ahora la configuracién

correspondiente a un flujo uniforme en el in-

finito con un contorno sélido, un circulo de radio

YYVYYVYVYVVYY

a centrado en el origen.
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En este caso, aplicando el teorema del circulo tendremos

o2
W(z) =Uxz+Usx—
z

que comparando con la expresién anterior vemos que tiene la misma forma funcional. Entonces los

dos flujos son idénticos si la intensidad del dipolo es
o = 21U a>

iii) Los puntos de estancamiento son los puntos donde la velocidad es nula. A partir del potencial

complejo W(z) encontramos las componentes el campo de velocidades

d 2 2
Vv —uC Um(l—a):vx—ivy ,

dz 22 22

expresion que se anula cuando z = *a, estos son los puntos de estancamiento, que estan sobre el
cilindro.
iv) Tenemos un fluido ideal, estacionario, irrotacional, incompresible en ausencia de fuerzas externas,

los teoremas de Bernoulli nos aseguran entonces que

2
+ % =cte (en todo el fluido)

SRS

Considerando entonces que en el infinito la presion es p.,, tenemos que la presién serd p = po +
9

p(U2 —v?), y como estamos buscando la presién sobre el contorno sélido debemos evaluar v? sobre

2| = a

v? =02 + v = (v, —iv,) (v +iv):d—WdW*
* ¢ v Y dz dz

2 2\ *
2 ) a a
= ¢t (1-5) (1-5)

Tenemos entonces para la presion

— U2 (1— 20 (1 - %) = —4U2 sin® 4

|z|=a

P(0) = poo + pUZ (1 + 45in*0)

v) Para calcular la fuerza (por unidad de longitud) sobre el cilindro integramos la presién sobre
2] = a
N 2 2
F = —/ p(0)7dl = —4Ufo,0/ (sin®@ cosO & +sin*6g) df
0 0
27

=0
0

- in® 0 30
— = —4U2% p [sm T+ (COZ —COS@) g)]
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Problema 7a

Como un ejemplo mas de la utilizacién del teorema del circulo vamos a resolver este ejercicio
i) En este item nos piden que hagamos un
dibujo cualitativo de las lineas de corriente.
Para ello debemos pensar como se modificaran
las lineas de corriente de una fuente, las cuales
son radiales, ante la presencia de un objeto
solido a su izquierda. Las lineas de corriente

que tracen a mano en forma intuitiva podran

compararlas con las exactas luego de escribir el

potencial complejo y utilizar MathLab, Mathe-

matica o programa similar para graficarlas.
ii) Usamos el teorema del circulo para escribir

el potencial complejo

W(z) = % [In(z — d) + In(a*/z — d)] = % [In(z — d) + In(a® — 2d) — In 2]
iii) Debemos encontrar los puntos de estancamiento, es decir los puntos en donde se anula la ve-
locidad. Por simple inspeccién y argumentos de simetria podemos afirmar que z = 4a son puntos
de estancamiento, porque en ambos puntos v, debe ser nula porque el vector velocidad debe ser
tangente al contorno sélido. Pero por otro lado también v, debe anularse en ambos puntos (y sobre
todo el eje real), porque existe simetria de reflexién respecto del eje x. Fuera de esta argumentacién,
veamos como determinamos los puntos de estancamiento por calculo directo, para ello calculemos las

componentes de la velocidad

aw_o Q1 1 1
dz T T o\ 4 z—a?/d =z ’

sacando denominador comun

Q {z(z—az/d)—kz(z—d)—(z—d)(z—az/d)} - Q 2% — a?
27 2(z —d)(z — a?/d)

Uy — 10y =

T 21 2(z—d)(z —a2/d)

y evidentemente esta expresion se anula en z = +a.

iv) Sobre el contorno sélido, z = a e

aw _@ a?(e*’ — 1) Q 2i sin 6

dz |,_ 0 2w a(e® —d/a)a(e® —a/d)ae® — 2w ae* — (a%/d)e? —de® +a
M _Q 7sin @ _QsinQQ—i-isinG cos _ o, — in)|
dz |,_ 0 me?(2acos —a2/d—d) w(2acosd —a2/d—d) " Vlz=aeit
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Considerando que al infinito la velocidad es nula y la presién es ps

‘ - 02 B Q%p sin® 6
Pli—geiv = Poo — P TP T 50 (2acos® — a?/d — d)?

2 z=a el

2m*0.L.=pQ° / d=2a

0.5t 1 1 ! ]
0 /2 0 3m,/2 2

Para hacer un grafico de la presion sobre el contorno sélido, establecemos una relacién entre los
parametros que definen la configuracién, tomamos 272 po, = p @Q? v ademés d = 2a. Puede verse que

los maximos de presién coinciden con los puntos de estancamiento, es decir # =0y 0 = 7.
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