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Estructura de la Materia 1 — Practica 3

Problema 8

Para este ejercicio usaremos el teorema de Blasius que nos permite calcular la fuerza sobre un contorno
solido ejercida por un flujo plano incompresible e irrotacional. Si definimos la fuerza compleja como

F = F, +iF), el teorema de Blasius establece que

. d 2
F*:Fx—iFy:%y{z(d—T) dz

siendo C el contorno del sélido. La utilidad de este resultado radica en que, en general, resolver
esta integral es méds sencillo que integrar la presion sobre el contorno sélido. Antes de utilizar este
resultado quizés sea 1til recordar brevemente un poco la teoria de analisis complejo que nos premitira
calcular la integral planteada por el teorema de Blasius. Recordemos que ademas del desarrollo en
serie de Taylor en el entorno de un punto zy en donde una funcién f(z) es analitica (al igual que en

andlisis real)
F(2)=) anlz—2)"
n=0

existe, en forma complementaria, el desarrollo en serie de Laurent alrededor de una singularidad wy

f(z) = Z an(z —wo)" + Z bu(z —we)™"

n=0 n=1

Se define el coeficiente b; como el residuo de f(z) en la singularidad wg, simbdlicamente se nota
by = Res[f,wo]. A partir de estas definiciones, estamos en condiciones de escribir (més no demostrar)

un importante resultado del analisis complejo

]{f(z) dz = 2mi iRes[f, 2]
¢ k=1

donde la suma se extiende sobre todas las singularidades z;, de f(z) interiores al contorno C. Por

lo tanto, para calcular fuerzas sobre contornos sélidos usando el teorema de Blasius sélo nos basta

: 2 . . .
conocer el desarrollo en serie de Laurent de (%) alrededor de cada singularidad interna a la curva

C. Otro resultado 1til del analisis complejo que seria bueno recordar es el teorema integral de Cauchy

n! f(2) L ),
fé—( de = f)(z)

2mi z — zg)"H!

generalizado

que es una expresion integral para la derivada de orden n de f(z) en un punto analitico z.

Luego de este breve repaso creo que ya estamos en condiciones de encarar el problema planteado. Se
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tiene un dipolo frente a un cilindro centrado en el origen el cual tiene una circulaciéon atrapada I
Supondremos que el dipolo (fuente-sumidero) tiene una orientacién cualquiera, es decir que forma un
angulo genérico o con la horizantal. Se pide calcular la intensidad y orientacion del dipolo para que
la fuerza neta sobre el contorno sélido sea nula.

Entonces, como primer paso, debemos encontrar la expresién para el potencial complejo W (z)

[1e

et i e

W(z) = S 2m(z—2a) 2« (2) - 2m(a?/z — 2a)

donde el primer término corresponde al dipolo, el segundo a la circulacién atrapada I' y el tercero
a aplicar el teorema del circulo al término del dipolo (porqué no debe aplicarse el teorema a la
circulacién atrapada?). Ahora derivamos esta expresién para poder usar el teorema de Blasius, no

sin antes reescribir el tercer término en una forma un poco mas amigable

1 B z 1 z 1 N a/2
a?/z —2a ala—2z2)  2az-a/2  2a z—a/2 ’

y tratdndose W (z) de un potencial podemos desestimar el término constante. Es una buena practica,
A

z—z0 "

o al menos yo lo considero asi, tratar de llevar los términos racionales del potencial a la forma

Tenemos entonces

1 [ pe™ , pe aw 1 | pe™ T pe
Wi(z)=—— 'he— —— | = — = — —_—
(2) 21 |z —2a g 4(z—a/2)} dz 27 [z—2a 2z A(z—a/2)?

Por el teorema de Blasius tenemos

. ; . ; 2
, wp 1 e i et

F,—iF,=— - __7 |14
YT 4 j(é [(2 —2a)2 2z 4(z - a/2)2] :
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Podemos notar que de las tres singularidades que aparecen en el potencial tenemos dos interiores a
la curva (z = 0y z = a/2) y una exterior (z = 2a). Cuando calculemos el cuadrado de la derivada
del potencial tendremos términos elevados al cuadrado y términos cruzados. Los términos elevados al
cuadrado por ser de la forma (z—2) ™2 o (z—2p) ™% no aportan residuo (aunque sea z, una singularidad
interna a la curva). Por otro lado se puede demostrar (inténtelo!) que de los términos cruzados sélo
aportan a la integral los que involucran una singularidad externa con una interna. En nuestro caso
particular, sélo dos términos cruzados son los que daran un aporte neto, la singularidad externa en

z = 2a con cada uno de los dos términos con singularidades internas

- 2 i
, p 7 wl'e
F, —iF, = — dz . 1

"y 472 j{ {4(2 —a/2)%(z — 2a)? * 2(z — 2a)? - (1)

Llegados a este punto, no queda otra que calcular las integrales. Para ello podemos proceder de al
menos dos formas diferentes, por un lado podemos desarrollar en fracciones simples cada uno de los
dos términos, por otro se puede usar el teorema generalizado de Cauchy.

Con fracciones simples resolvamos la integral del segundo término

1 A B C A(z —2a)* + Bz(z — 2a) + Cz

2(z —2a)? z+z—2a+(z—2a)2_ 2(z — 2a)? ’

y comparando la expresion inicial con la tltima podemos establecer ecuaciones evaluando en diferentes

valores de z el numerador

z=0= 1=4d’A= A=5
z=20a— 1=2aC — C:i
r=a= 1=A4d*>-Bd*+Ca= B=-1

Por lo tanto, la integral puede reescribirse en fracciones simples como

1 1 1 1 1
&= - dz = 2mi—
é 2(z — 2a)? : % [4@23 4a%(z — 2a) * 2a(z — 2a)? FT A

donde vemos que el primer término es el iinico que aporta a la integral (la singularidad interna z = 0).
Nos queda todavia calcular el primer término en la integral de la Ec. (1), para este término usemos

el otro método propuesto, el teorema generalizado de Cauchy

f(z)

G2 - i32m
Fmampe—map s = f a2 =0l =2 {ﬁﬂ/:i{? |

Donde usamos que dentro del contorno de integracién f(z) = (2 —2a)~? es analitica. En la resolucién

de las integrales uno usara para cada término el método que le resulte més comodo. Juntando los
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resultados, llegamos a la expresion para la fuerza

. 2 . .
_ wp [ p 32 LT wp [ l6p .
F,—iF, = — — e — | = [ et
YT T e (4 o7a3 e 2a2> 8ra? (27@ e

Si pedimos que la fuerza sea nula, eso nos determina la orientacién e intensidad del dipolo

T 27
= — — 2 ar
R S R T

Problema 11

En este problema nos plantean una transformaciéon conforme o mapeo conforme que lleva un circulo
centrado en el origen a un segmento sobre el eje real. Sélo los flujos mas sencillos pueden ser analizados
en el plano complejo como lo hicimos hasta ahora, para algunos flujos mas complicados existen mapeos
en el plano complejo que pueden resultar utiles. Por ejemplo, transformando el flujo alrededor de
un cilindro a través de una funcién de mapeo de un plano en otro, se pueden determinar algunos
flujos complejos como el flujo alrededor de un ala o entre las paletas de una bomba centrifuga, o en
una turbina. Tendremos un mapeo del plano w en el plano z mediante la relacién z = f(w), nos
interesaran las transformaciones conformes, las cuales si las caracterizamos graficamente seran las
que conservan la magnitud y el sentido de los angulos, y si queremos una definicién con mas rigor
matematico diremos que una transformacién f(w) es conforme en wy si f(w) es holomorfa en wy y
ademas f’(wp) # 0.

i) Consideremos ahora la funcién de mapeo (que es bésicamente la planteada en el problema)

e=fw)=w+= (a>0) ,

conocida como transformacién de Joukowski. Veamos que mapea el circulo |w| = a en un segmento
sobre el eje real
2

. a ) .
—ae®+ — =ae®+ae ¥ =2acosh
ael@

w=ae®

Para puntos fuera del plano w = r¢? con r > 1 tenemos

1
z = <7"+—) cos@%—i(r—l)SinH ,
r r

que generan todo el resto del plano z.
En la figura de la siguiente pagina podemos ver la transformacién de Joukowski sobre distintas curvas
en el plano w. En primer lugar la ya referida, sobre |w| = a que da lugar al segmento en el plano z.

A continuacién sobre el circulo |w| = b, con b > a, que da lugar a una elipse en el plano z.
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plano w plano z
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\/ —2a 2a
plano w plano z
v
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W

plano z
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Luego un circulo descentrado, desplazado sobre el eje real y tangente a |w| = a, es decir el circulo
|w — x| = b, que da lugar en el plano z a un perfil alar simétrico. Por tiltimo, un circulo desplazado
a wy de radio b tangente con |w| = a, es decir el circulo |w — wy| = b. En este caso obtenemos un
perfil alar asimétrico.

Ahora continuaremos con los items del Problema 11, pero méas adelante retornaremos al ejemplo del
perfil alar asimétrico.

ii y iii) Para la configuracion en el plano w tendremos un flujo uniforme en el infinito con inclinacién
a respecto del eje real y un cilindro de radio a centrado en el origen, por lo que el potencial complejo

€S

w

. az .
W(w) = Uy <w e+ — em>

En el plano z tenemos para el campo de velocidades la relacion

, dw  dw ( dz > -t (e‘io‘ — a’w™? eia)
Vg — Uy = —— = =Uy ,

dz  dw \dw 1 — a?w—2

y si evaluamos sobre el contorno, |w| = a

(Ux B Uy)|w:aei9 =Us 20 = ¥
L —e= sin ¢
El centro del segmento corresponde a w = &1, entonces 6 = +7
™ . Sin(:|:7'r/2 — a)
2 T + sin(7/2) cosa

También puede verse que si o # 0 entonces § = 0 y § = m corresponden a puntos donde la velocidad
diverge.
Para encontrar la expresion del potencial de velocidades y la funcién de corriente en el plano z en
primer lugar debemos expresar el potencial complejo en funciéon de z entonces, basiandonos en la
transformacion conforme
2 2
a z z
r=w+ — =w—wr+dP=0=w==+4/>—a2 ,

w 2 4

quedandonos con la solucién positiva que verifica w ~ z cuando z — oo.

Entonces el potencial complejo en el plano z sera

W(z) = Uy 3T Z_QQ e +

z 22 9
y Ty T 0
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z+ 22 2| gier z 22 o\ ia
— — —a?)e — —4/=—a?]e
2 4 2 4

Como segundo paso, es necesario separar en parte real e imaginaria para identificar el potencial de

W(z) =Us

velocidades y la funcién corriente. El término problemadtico es /z2/4 — 1, podemos deshacernos de

la raiz tomando logaritmo y luego exponencial

22 1 1 2% —y? —4a®\?  say\2 , 2y
Z — CL2 —_ 5 exp {5 11’1 [(f) + (7) —I— 7 arctan (m)

De aqui ya es inmediato tomar parte real e imaginaria de la ultima expresion, y por lo tanto poder

escribir el potencial de velocidades y la funcién de corriente (dejamos esto como tarea para el alumno).
Volviendo al resultado del ejercicio, en que observabamos que en el flujo transformado, si el dngulo de
ataque « es no nulo, aparecian puntos donde la velocidad diverge, lo cual no es aceptable fisicamente.
A partir de los trabajos de Kutta y Joukowski fue posible establecer que cuando en un flujo uniforme
se coloca un cuerpo en forma asimétrica respecto del flujo se origina una circulacién en su contorno.
La asimetria puede deberse a que el flujo incide con un cierto éngulo de ataque y/o que el perfil tenga
cierta asimetria. En la interaccion del cuerpo con el fluido en que estd inmerso se observa un primer
punto de estancamiento en el borde de ataque (lado desde el que viene el flujo), y conforme se agudiza
el borde de salida (lado opuesto al flujo), un segundo punto de estancamiento se desplaza hacia el
borde de salida. A partir de esto puede establecerse la condicién de Kutta como: un cuerpo que se
mueve en el seno de un fluido y tiene un borde de salida agudo, genera alrededor de si mismo una
circulacion cuya intensidad es la suficiente para llevar el sequndo punto de estancamiento al borde
de salida. Matematicamente, esa condicién para el perfil alar asimétrico que mostramos en el iltimo

grafico de la figura anterior es
do

o =0,

6=—p3,r=b

donde b es el radio del cilindro en el plano w y ( el angulo comprendido entre el eje real y el radio
vector que une a con zy. Teniendo en cuenta la expresiéon del potencial en el plano w, suponiendo un

angulo de ataque arbitrario «

2
W(w) = Uy (w e + v eia) - @L In(w)

w 27

y tomando la parte real del potencial complejo, derivando respecto a 6 (expresamos z en coordenadas

polares) y aplicando la condicién de Kutta se llega a que el valor de circulacién debe ser

I' = —47Ubsin(a + f)
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Tomando ese valor para la circulacién graficamos las lineas de corriente (en azul) y las lineas equipo-

tenciales (en rojo) para el caso a = /6.

'=4nUbsin(a+p)

1.5
1.0

0.5

0.0
—-0.5¢

-1.0
_7.5 L L L

I

—4 -2 0 2 4

La discontinuidad que puede observarse en las equipotenciales delante del borde de ataque del perfil

alar se deben a imprecisiones de calculo en el graficador utilizado.
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