Resolucion primer parcial
Estructura de la Materia 1 - Segundo semestre de 2020

Acerca de este documento

Este documento contiene una descripcion detallada de una forma de resolucion de los ejercicios del
primer parcial de Estructura de la Materia 1. Al respecto caben varias aclaraciones.

= En este documento les describimos solo una forma posible de resolver los ejercicios propuestos en
el examen, como sabemos existen muchas formas de abordar un problema dado.

= Encontraran un considerable grado de detalle en la descripcion de los razonamientos y los calculos
empleados para resolver los ejercicios. Ese grado de detalle responde a la necesidad de que este
documento les resulte pedagogico, y puede compararse con el detalle con el que estos problemas
se discutirian en clase. Es decir: en ninguna forma este nivel de detalle es indicativo del
necesario o requerido para la aprobaciéon de las entregas.

= Cualquier consulta que tengan respecto del contenido de este documento podran realizarla durante
las clases practicas.



Ejercicio 1

(a) Para calcular la trayectoria del elemento de fluido que se encuentra en la posicién (zg,yo) a t = 0 solo debemos
integrar la velocidad v(X(xg,t),t) = aXi — aY§ = axd — ayg con los limites de integracién correspondientes,
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Para calcular las lineas de corriente partimos de g—“ = %, que nos conduce a la siguiente expresién,
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(b) Ahora nos piden calcular la densidad p(x,y,t) sabiendo que a ¢ = 0 la distribucién de densidades del fluido es
po(z,y) = A\r?y. Ademds, como la funcién densidad es separable en su parte espacial y temporal podemos considerar
p(x,y,t) = pox,y) f(t). Notar que la parte espacial esta dada por pg(x,y), ya que la evolucién temporal esta dada por
f(t) la parte espacial no podria ser distinta para t > 0. Notemos ademas que la divergencia del campo de velocidades
es nula,

V . = — = — = O
Y dz dy ’
con lo cual el flujo resulta incompresible. Esto nos lleva a la siguiente expresion,
Dp Op
=g T VIe=0, (3)

Remplazando p(x,y,t) = po(x,y)f(t) en la ec.(3) obtenemos,

%Po(xvy)f(t) + (v-V)po(z,y)f(t) =0 = )\xzy%it) + f(t)(axdz — aydy)\zy = 0,
Any%ff) +Afyaf(t) =0 = %ﬁt) +af(t) = 0.

Con lo cual, la solucién a la ecuacién diferencial viene dada por f(t) = Ce™**. Ademds, como p(z,y,0) = po(z,y)
la constante es C' = 1. La expresién para la distribucién de densidad del fluido resulta,

pla,y,t) = Ay e (4)

(c) A t =0 el elemento de fluido se encuentra en (zg, yo), podemos calcular su posicién a t = t; ya que conocemos
su trayectoria (ec.(1,2)). Si remplazamos su posicién en la ec.(4) obtendremos la densidad del elemento de fluido a
t =1,

p(z(t1), y(t1),t1) = Azo yo €™ e™ " e7 " = Azoyo

Que resulta ser la densidad del elemento de flujo en la posicién (zg,yo) a ¢ = 0. Como el flujo es incompresible la
densidad del elemento de fluido se mantiene constante.

(d) Para encontrar la presién partiremos de la ecuacién de Euler,

%‘F(’U'V)’U:E—FFM

Tenemos que %‘t’ = 0. Ademss, (v - V)v = (axd, — aydy)(azd — ayj) = o*(x2 + y§) = o*r = FM. Con lo cual

resulta Vp = 0, y se desprende que la distribucién de presiéon viene dada por la constante pg.



Problema 2

N>

En este ejercicio nos piden analizar el desagote lento de un tanque montado sobre un mévil. Dado
que el mismo moévil se mueve a velocidad constante resulta conveniente estudiar el problema desde un
referencial solidario al mévil con origen en la base del depoésito. Dado que nos piden considerar el desagote
en régimen cuasiestacionario, podemos utilizar el siguiente teorema de Bernoulli para flujos estacionarios
y barotropicos
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donde por desarrollarse el flujo a densidad constante el término [ dp/p se reduce p/p. Tomando una linea

de corriente que conecte un punto sobre la superficie libre con otro en el jet de fluido expulsado (esa linea

de corriente existe, trivialmente) se tiene
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con vy, la velocidad del fluido sobre la superficie libre y pg la presion atmosférica, ya que se considera que
el punto 2 estd a una distancia del orificio tal que el flujo alli es aproximadamente uniforme y se halla,
por tanto, a presion atmosférica. Asimismo vy, serd igual a la variacién temporal de la altura de fluido en
el depésito h. Utilizando ademas la conservacién de masa se debe cumplir

As
pvp A = pugAg = Vg = Zh, (3)
y se obtiene finalmente la ecuacion diferencial para h(t)
2
h = A2 h = h - 7143 m\/ﬁ, (4)
yYeh 1

donde se considero el signo negativo al despejar el cuadrado ya que la altura de fluido debe ir necesaria-
mente disminuyendo. Integrando a ambos lados se obtiene finalmente
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Vale notar que se consider6 igualmente correcta la aproximacién v = 0 en la ecuacién de Bernoulli,
ya que de la relacion de caudales se requiere vy, = v;A5/A y dado que A;/A < 1 se concluye entonces
v? = 0. En ese caso notar que se obtiene vs = v/2gh y luego debe verificarse la conservaciéon de masa
hA = v A, que da lugar una ecuacion diferencial analoga a la ecuacion (4).




Dado que el movil se desplaza a velocidad constante en el sentido —& se concluye debe estar actuando
sobre el depoésito una fuerza F' con el mismo sentido y una fuerza de roce que se oponga a esta ultima
F,. = —F. Dado que la situaciéon puede considerarse cuasiestacionaria el teorema de conservaciéon de
momento se reduce a

/ [v(v - 1) + pi + h] dS = 0, (6)
ov

con 1) el potencial gravitatorio y V' el volumen de control mostrado en verde en la figura. Si se considera
ahora la componente & de esta conservacion se tiene

/ [pvs(v - ) + png + Yng| dS = 0. (7)
ov

La integral que involucra a v se reduce a integrar solo sobre el segmento vertical que pasa por 2, puesto
que en la superficie libre v, = 0 y el resto del contorno esta conformado por lineas de corriente (y por
tanto v L n. Por otra parte, la cantidad [, oy ¥na dS se reduce a integrar sobre las superficies laterales
del deposito (donde n, # 0) y dado que ¢ depende solo de z las integrales sobre cada lateral se cancelan
mutuamente. Adicionalmente, |, oy PN S representa la componente @ de la fuerza que el deposito ejerce
sobre el fluido. Se tiene entonces la relacion

Fom [ oo ) = -piA. (8)
oV

con v, la velocidad con la que sale el flujo por el orificio. Finalmente considerando que la fuerza de roce
es opuesta a F}, y utilizando las ecuaciones (3) y (4) para expresar v2 en términos de h y las constantes
del problema, se llega a

2
2pg A2 2g .
Fo=—P9% | ho— Ay -2 ] i

" 342 ) ho s o gzf T (9)

Vale aclarar que se considerd parcialmente correcta la respuesta que suponia para la fuerza de roce una
dependencia de la forma |F,.| = pug|IN|, con pq el coeficiente de rozamiento dindmico y IN la fuerza normal
al suelo, que depende del tiempo.
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Problema 3

a) En este item nos dan la funcién de corriente v (z,y) y nos piden que encontremos el potencial
complejo W (z) correspondiente. Como en casi todos los problemas de flujos potenciales planos, la
forma de resolver el problema no es tnica, podemos elegir vincular las derivadas de la funcién de

corriente y del potencial complejo
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Por lo tanto

dW_C{ 2(x — d)y i L 2z —d)? }20{2($—d)y+i[(x—d)2—y2]}
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Notemos que el denominador puede escribirse como |z — d|* = (z — d)?[(z — d)*]* mientras que para el
numerador tenemos 2(z — d)y + i[(x — d)* — y?] = i[(x — d)* — y* — 2i(x — d)y] = i[(z — d)*]>. Entonces
en definitiva

aw . le-aP i
&z G-dil-d P (z-dp
Consecuentemente para el potencial complejo tenemos
1C
Wi(z) = —
()=

que tiene la forma del potencial de un dipolo.
Otra forma mas sencilla de resolverlo era darse cuenta de antemano que el potencial era de la forma
de un dipolo, notando que lim, ., ¥ (r,6) = r~!. Entonces planteamos directamente que W (z) debe

ser de la forma (considerando dipolo fuente - sumidero, por ejemplo)

e

_ pe _ _uem(z—zo)* _ ~ p (cosa+isina)[(z — zo) —i(y — o)l
2m(z — 2) 27|z — zo|? 27 (x —x0)% + (y — yo)?

W(z) =
De la tltima expresién y tomando la definicién de ¥ (z,y), es inmediata la identificacién

C:ﬂ ’ o= ) .Z’()Id ) yO:O

b) Al introducir un cilindro en el origen, para que se verifiquen las nuevas condiciones de contorno
debemos hacer uso del teorem del circulo, resultando el nuevo potencial
iC 1C

r
W(z) = — ~
(2) z—alecﬁ/z—d+ 271 og()
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donde el segundo término es el resultado de aplicar el teorema del circulo y el tercero corresponde a
la circulacion atrapada.

En mi caso, prefiero escribir el segundo término en otra forma

i ic 2 _iC (z=ad*/d+a*/d\ _ iC - a%/d
a/z—d  d \z—a2/d)  d z—a?/d o d z—a?/d

Usando que a = d/2 y desestimando el término constante de la expresién anterior, el potencial queda

1C iC I
W) =~ 1 —am a8

c) Ahora nos piden calcular la fuerza sobre el cilindro, todo se reduce a aplicar el teorema de Blasius

. ip AW\
F,—iF, =2 ) d
“y 2 %za ( dz ) :

Con el potencial calculado en el item anterior tenemos

: ip iC iC r 2
Fo—ip, =P ;
T |2|=a [(2 —d)? - 4(z —d/4)? * 27riz} :

El primer término es una singularidad externa al contorno |z| = a, mientras que los otros dos son
singularidades internas. Usando el hecho de que a la integral s6lo aportan los términos que involucran

una singularidad interna con una externa, la integral se reduce a

. . 1 1C r
F,—iF,=—=2
=AY {4<z—d/4>2+2m} *

Considerando que (z —d)~2 es analitica en el disco |z| < a, haciendo uso del teorema generalizado de

Led
4 |dz(z—d)? z=d/4 ’

32C r )

Cauchy obtenemos

r 1
F, —iF, = —Cp2mi{d — ——
“ P m{Qm’ (z —d)?

z=0

evaluando se obtiene

27d3  2wd?

Como era de esperarse, la fuerza es horizontal debido a que la configuracién tiene simetria de reflexion

F, —iF, =2rCp (

respecto del eje x. El valor de C para que la fuerza se anule es

_ 27ld
647
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