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Estructura de la Materia 1 — Practica 4

En esta practica vamos a considerar fluidos viscosos en casos sencillos, configuraciones mas o menos
simples y viscosidad uniforme. Para introducir el tema empecemos por un ejemplo sencillo de la expe-
riencia diaria donde es patente la existencia de esfuerzos tangenciales en los fluidos reales. Pensemos
en el caso esquematizado en la figura, si inicialmente el fluido entre la tabla superior movil y el fondo
fijo se encuentra en reposo, al aplicarse una fuerza constante a la tabla superior, luego de un corto
periodo de tiempo se establecera un régimen estacionario en el que el fluido en contacto con la tabla
se movera solidariamente con ella a una velocidad vy y a medida que nos movemos hacia abajo en el
fluido la velocidad ird decreciendo (luego, en los ejercicios, podremos deducir que la distribucién de

velocidades es lineal). A este tipo de flujos se los denomina laminares, porque el fluido se mueve

Ly

como en laminas independientes con distintas velocidades. Para la configuracion de alta simetria que
consideramos en el ejemplo puede verse en forma empirica que el esfuerzo tangencial 7 que ejerce el
fluido es proporcional a la velocidad final con la que se mueve la tabla e inversamente proporcional
a la profundidad del fluido, es decir 7 o< vg/dz. Se define el fluido newtoniano como aquel para el
cual los esfuerzos tangenciales que entre si se ejercen los elementos de fluido son proporcionales a las

derivadas espaciales primeras del campo de velocidades
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%, siendo p el coeficiente de viscosidad dinamico. Para

En nuestro ejemplo tendriamos 7 = p
considerar en forma més general el problema de cémo representar los esfuerzos tangenciales del fluido,

deberiamos encontrar una expresion para la parte viscosa del tensor de esfuerzos
/
045 = _p(;ij + O s

donde o;; es el tensor de esfuerzos viscosos. En vista de lo que dijimos mds arriba sobre los esfuerzos,
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para un fluido newtoniano deberiamos tener un tensor de esfuerzos viscosos de la forma

r 0vj c%i 8@1
O-ij -« ((’31:1 + 8I3> +B&J,’léw ’

pero si ademds imponemos la condicién de que una translacién rigida ni una rotacién rigida generan

rozamiento interno, se puede demostrar que la forma mas general del tensor es

o (O Ou 20 N L Ou
% = H Ox; Oz; 30 " M@a:l
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donde el tensor se escribié como la suma de un tensor simétrico (el primero) de traza nula y otro
isétropo (el segundo), que sélo toma relevancia cuando el fluido es compresible. El coeficiente p/
se denomina segunda viscosidad. Esta forma del tensor de esfuerzos viscosos es valida cuando la
estructura molecular del fluido es estadisticamente isétropa, es decir, cuando el esfuerzo generado
sobre un elemento de fluido por un dado gradiente de velocidades es independiente de la orientacién
del elemento. Todos los gases tienen estructura molecular estadisticamente isétropa y los liquidos
simples también. En cambio suspensiones (sangre, pintura etc) y soluciones conteniendo moléculas
muy largas pueden exhibir alguna preferencia direccional llevando al alineamiento de estas moléculas
en una manera que depende de la historia del movimiento. FEstos fluidos no pueden considerarse
newtonianos.
Reemplazando la nueva expresién que tenemos para el tensor de esfuerzos en la ecuacion indefinida
que vimos al principio del curso (y de la cual se derivé la ecuacién de Euler tomando o;; = —pd;;, es
decir fluido ideal) obtenemos
0 ol e A e e (NS A

p |:§+(U.V)U:| =V.o+F=—-Vp+uVio+ (g—l—u)V(V.v)—i—F ,
que se conoce como ecuacion de Navier-Stokes. En los problemas de la préactica sélo resolveremos
casos en los que el fluido es incompresible, por lo que el pentltimo término de la ecuaciéon nunca
aparecera. La expresion con la que trabajaremos sera entonces

- ~ 1. .

donde v = p/p es la viscosidad cinemética. El efecto del término con el Laplaciano en la dindmica
del fluido sera el de suavizar gradientes de velocidad.
Se define un nimero adimensional que permite mensurar la importancia del término viscoso en la

ecuacion de Navier-Stokes comparandolo con el término inercial, el nimero de Reynolds
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donde V' y L representan la velocidad y longitud tipicas del problema. En general se distinguen dos
regimenes, si R < 1 se dice que el fluido es practicamente ideal, mientras que si R > 1 el fluido se
denomina viscoso. Es necesario mencionar que aunque R < 1 los efectos de la viscosidad pueden ser
importantes en la dinamica del fluido, sobre todo al dejarlo evolucionar en tiempos largos.

Después de este breve repaso tedrico, pasamos a resolver algunos de los ejercicios de la Guia 4.

Problema 1

Nos plantean un campo de velocidades de los llamados flujos plano-paralelos, el vector velocidad esta
alineado con un versor y depende de las coordenadas espaciales asociadas a las direcciones normales

a dicho versor. En este caso particular
7= v,(y)d = (T.V)T = (0,0, + Uy Oy + 0,0,) 0, = 00,0, =0,

donde los términos se fueron anulando debido a que v, = v, = 0, y en el dltimo paso a que v, = v,(y).
i) Se considera ahora el caso de un fluido entre dos planos, mévil el superior y en reposo el inferior.
Veamos que esta es la versién idealizada del problema de la figura anterior, ahora con simetria de

translacién en las direcciones  y Z. La ecuacién de Navier-Stokes para este flujo plano-paralelo y

U
>

d (u,p)

estacionario sera
0=—-Vp+ ,uV217 ,

y por la simetria del problema debemos tener ¥ = v,(y)z, la coordenada Z de Navier-Stokes es

Op d*v,
0=_2
ox T dy?

mientras que las coordenadas § y 2 nos dicen que la presiéon es independiente de y y z. Por otro lado
dijimos que hay simetria de translacion en Z, por lo que necesariamente % = 0, quedando para el
campo de velocidades
d?v,
dy?

0= — v.(y) = Ay + B
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Para encontrar las constantes de integraciéon usamos las condiciones de contorno

ya que la velocidad de un fluido en contacto con un contorno sélido debe ser igual a la del sélido.

Esto nos permite concluir

El esfuerzo viscoso sobre ambos planos sera

0vy, uwlU

P = —Oyn; = zly—0 = K73~ =7 5 Taly—q = — =
T, OijM; T|y—0 Nay o ] le—d Nay - d

ii) En este caso tenemos la misma geometria que en el anterior pero los dos planos estan inmdviles

y el fluido se mueve debido a un gradiente de presiones. Sea G = (”2—27’1) el gradiente de presiones

A

pP1 | d (1, p) p2

y

. o >
L

constante sobre el fluido, la ecuacion de Navier-Stokes en I serd en este caso

2

d“v
0=—-G+p—sr
dy?

G
ﬁvx(y)zﬂyQJrAerB

Con las condiciones de contorno

tenemos en definitiva

G
v (y) = — —d
(v) 2 y(y — d)
Notemos que si el gradiente de presiones es positivo el movimiento es hacia la izquierda, y en caso

contrario hacia la derecha.
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El esfuerzo que el fluido realiza sobre el plano inferior es

vy G Gd
Talymo = B | =45 (2y—d =——
‘y 0 ay =0 2/L ( ) =0 2
y para el plano superior
v, G Gd
Tol = —p =—nu—_2y—d = ——

Problema 2

En este ejercicio tenemos una capa de fluido muy viscoso que desciende por gravedad por un plano
inclinado, teniendo una profundidad uniforme d, estando la capa superior del fluido expuesto a una

atmosfera con presién uniforme. Nos piden analizar el caso estacionario.

Considerando que por simetria v = v,(y)Z, tendremos para la componente  de la ecuacién de

Navier-Stokes 5 »
p Uz .
0= —%+/ubd—y2+pgsmﬁ ,

donde el primer término se anula ya que hay simetria de translaciéon en . Entonces

gsinf
valy) = —— yv*+ Ay + B

Vemos ahora que tenemos una condicién de contorno que es v, (y = 0) = 0, mientras que no tenemos
una condicion similar para y = d. Pensemos entonces que en y = d tenemos ademas la condiciéon de

que las fuerzas que cada fluido ejerce sobre el otro deben ser iguales y de signo contrario. Para los
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fluidos 1 y 2 simbdlicamente esta condicion se expresaria como
npoy +nion =0
y teniendo en cuenta que #' = —7?2 la condicién se puede reescribir como
ngo zlk = Ngo 12k
La componente normal de la ultima condicién en nuestro caso dara
ply=d)=po ,

mientras que la componente tangencial implicara

v
May

v,

= Haire 53— ~ 0
y=d 0

y=d

donde en el ultimo paso hemos despreciado la viscosidad dinamica del aire respecto de la del liquido
(faire < ). Ahora tenemos para el campo de velocidades dos condiciones de contorno que nos

permiten obtener las constantes A y B, para llegar a

_ gsind
2w

Uz (y) y(2d —y)

La componente ¢ de la ecuacién de Navier-Stokes

0
| — pgcosf |
dy

nos permite obtener la distribucion de presiones

p(y) = po+ pgcosb(d —y)

ii) La velocidad promedio es

1 [?gsind gsin Od?
e >= = 2d —y)dy = ——
<y > d/o 5, Y(2d = y)dy »

. . .. in 0d2
mientras que la velocidad maxima es vy4, = v.(y = d) = %, entonces
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iii) Caudal mésico por unidad de ancho del plano

pg sin Od?
3v

d
Q:P/ v (y)dy = p < v, >d=
0

Problema 6
iv)
En este problema nos piden las soluciones lam-

inares y estacionarias para las diferentes configu- o

raciones que se muestran. Solo resolveremos la

ultima, que consiste de dos cilindros coaxiales
de radios a y b (a < b) que rotan con diferentes
velocidades angulares 2, v €25. Nos dicen que la
longitud de los cilindros ¢ > a, b, y con estos nos
sugieren que tomemos el limite de ¢ — oco. En /
esta situacion de alta simetria y considerando las
condiciones de contorno, sugerimos un campo de
velocidades de la forma (expresado en coorde-

I>>b

nadas cilindricas (r, 0, z))

~

ﬁ:UO(T)H ;

que si bien es un flujo plano-paralelo al estar
expresado en coordenadas cilindricas no nos asegura la nulidad del término convectivo en la ecuacién
de Navier-Stokes. Revisando la forma del término (¢.V)¥ con la dependencia y direccién del campo
de velocidades expresadas arriba, Navier-Stokes en 7 da

2
Y _ 10p

9

r por

y para 6 tenemos

ov
. 1a(ra_7“9> Vo
9, .2

0

r or r
La ultima ecuacion permite hallar vg y una vez conocido el campo de velocidades es posible reemplazar
Vg en la ecuacion anterior para hallar el campo de presiones. Podemos proponer una solucién de la
forma vg(r) = Ar™, lo que nos lleva a la ecuacién indicial n? — 1 = 0 con soluciones n = +1. Por lo

tanto el campo de velocidades tiene la forma

B
UQ(T’) :AT-F? 5
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y usando las condiciones de contorno
ve(r=a)=aldy , wve(r =>) = b8y

encontramos la solucién para el campo de velocidades

ab?

r

b2 — o2 (b2QQ — ale) +

vg(r) (1 — )
En el problema también piden que busquemos la forma funcional del torque que el fluido ejerce a
cada cilindro por analisis dimensional. Como este es un tema ain no abordado en la clase tedrica,

resolvamos analiticamente para el cilindro interno. La cupla que el fluido realiza sobre el cilindro
interno estarda dada por

4 27
N, = / / ai x (=5| _ .(—7)) adfdz
0 0

Buscando en el apunte tedrico las expresiones para el tensor de esfuerzos en coordenadas cilindricas
obtenemos

= . A 10v, Ovg vy
Tl = ol 0 = 1 (F o "o 7)

Con este resultado, la cupla que el fluido realiza sobre el cilindro interior es

o dmwpa®b*l

Ni= S (R — )2
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