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Estructura de la Materia 1 — Practica 6

En esta guia estudiamos las ondas que se generan en la superficie libre de un fluido o en la interfase en-
tre dos fluidos no miscibles, donde la fuerza restitutiva estd dada por un campo gravitatorio uniforme.
La interfase aire-liquido o entre dos liquidos no miscibles es plana, vamos a considerar las ondas de
baja amplitud que se generan ante una perturbacion externa que se manifiestan ostensiblemente en la
interfase, pero que en rigor de verdad se extienden a todo el fluido. Siendo un fenémeno dependiente
del tiempo, el balance entre fuerzas generadoras de movimiento es el debido a una competencia entre
el gradiente de presiones y la gravedad. Entonces si a es la amplitud de la onda y A\ su longitud
caracteristica, el limite de baja amplitud corresponde a a < A. Tenemos la ecuacion de Euler, es

decir la ecuacion de evolucion de un fluido ideal

ov

R S
a9 + (U.V)U = pr+ g

Veamos que los dos términos que involucran a la velocidad son de diferente orden en el caso que
estamos considerando. Por un lado tenemos que la velocidad tipica serd U ~ a/7, siendo 7 el periodo
de oscilacién de la perturbacion, mientras que la longitud tipica en la que se produce variaciéon en
la velocidad de los elementos de fluido es A, la longitud de onda de la perturbacién. De lo dicho se

desprende que

ovl U a = U a® (176)17 a
aw?Nﬁ ) (U.V)UNUXN)\T2:> % NX<<1 )

por lo que podemos despreciar el término convectivo. Vemos ademés que si consideramos incompre-

sibilidad la ecuaciéon de Euler nos dice que si el flujo es inicialmente irrotacional continuara siéndolo

ov - (p
- = - + VA ,
ot (p J )
donde tomamos el eje z en direccion de la vertical. Segun el teorema de Bernoulli para fluidos
irrotacionales 96 )
p v
— 4+ =4+ —= =C(t
o T, T T (t) .
siendo ¢ el potencial de velocidades. Por un lado C(t) puede absorverse dentro del potencial ¢ sin

afectar la dindmica del fluido, y por otro veamos que el término con v? puede despreciarse frente a

O
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Entonces el teorema de Bernoulli adopta la forma

dp p B
E‘FE—FQZ—O

Practica 6 ler cuatrimestre 2021



Departamento de Fisica — FCEyN — UBA Estructura 1 — Céatedra Pablo Cobelli

Consideremos el caso de un fluido en contacto

z
A con aire a presion py, y sea z = ((z,t) la interfase
Po entre el fluido y el aire (consideramos simetria de
> translacién en 7), segiin Bernoulli tendremos
X 96
Po
—| +=+g=0

y podemos incorporar la constante pg/p en el po-
\/ tencial de forma tal que obtenemos para la forma

de la interfase

donde debemos notar que esta es una ecuaciéon implicita para ((z,t) que no nos permitiria calcularla
ain conociendo la forma de ¢. Si queremos continuar con un tratamiento analitico, aproximamos la

evaluacién del término derecho tomando 0y¢|.—o, por lo que se obtiene para la interfase

1 9¢

C:_§ E

z=0

Ahora concentrémosnos en el potencial de velocidades, a partir de la incompresibilidad del fluido
Vi=0= V=0 ,

vemos que el potencial satisface la ecuacion de Laplace. Ahora traducimos a una condicién exclu-

sivamente sobre el potencial la condiciéon que obtuvimos para la interfase, derivandola respecto del

tiempo
o ¢ B
It ae| =0
y considerando que
0] B _0C L=, 0
0zl Vliee = g FEVIER G

donde usamos en el ultimo paso que (17.6)(/@( ~a/\ < 1, llegamos a

0¢p 8% B
(9& " W)Zo -0

Esta tltima es la condicion de contorno que debe cumplir el potencial de velocidades en la interfase

liquido-aire.
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Problema 4

En este ejercicio tenemos dos fluidos no miscibles en contacto, el fluido superior tiene densidad p’ y
profundidad A’ y esta en contacto con la atmosfera. El fluido inferior tiene densidad p y profundidad
h (que eventualmente puede ser infinita). Para cada fluido vamos a tener sendos potenciales ¢’ y ¢ y
elegimos que la interfase entre los mismos corresponda a z = 0.

i) Cada uno de los fluidos es incompresible e irrotacional, por lo que sus potenciales de velocidad
satisfacen la ecuacién de Laplace

Vi =0 , V=

Para el fluido superior en contacto con la atmodsfera debe cumplrse la condicién de contorno que ya

dedujimos, con la tnica salvedad de que ahora la interfase estd en z = A’ en lugar de en z = 0, por

( a¢/+62¢/> 0

lo que tendremos

Y. T o2

En la interfase entre los dos liquidos podemos también plantear la continuidad de la presién usando
el teorema de Bernoulli

dp p (99
at—i— +g9z=0=p= p(at—irgz) ,

a9’

ot ot

por lo que planteando la igualdad de presiones en la interfase nos da

8 /
”(af+gz> a4 <aqz “’z)

Derivando esta iltima expresién respecto del tiempo, aproximando 0,¢ = v,|,—¢ = 0,¢|.=¢c = 0,¢'|.=¢

/
+ L+ gr= O=>p=—p’<¢+92) )

a=(

donde en la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la continuidad de la componente vertical de la

velocidad en la interfase, llegamos a la condicién

3¢ 32¢ ,52¢’

y en un ultimo paso aproximamos la evaluacién en la interfase por la evaluacién en z = 0

dp = Po 0%
{g(p—p)(9 toge patQ]

ii) Supongamos que h es finito, por lo que en z = —h tenemos un contorno sélido, en ese caso debemos
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pedir que la componente vertical de la velocidad se anule, es decir

0

9% _,
0z|,__,

Por el contrario, si h — oo la condicién a pedir sera
lim ¢(z) =0

Z——0

iii) La condicién para la interfase aire-liquido que ahora denominamos z = n(z,t) la obtuvimos
anteriormente cuando esa interfase estaba alrededor de z = 0, sélo que ahora se ubica en z = A/
1 0¢

n(x,t) = g ot

z=h'

La interfase liquido-liquido que llamamos z = {(x, t) la podemos obtener de la relacién correspondiente

a la igualdad de presiones en la interfase, simplemente despejando ((z,t) de esa expresién

B 1 9o ,0¢
@) == =) (’05 7 5) o
Problema 5
| z
A
p’ H
\ 4
A X
p h
Y

i) Nos piden la relacién de dispersién para las ondas de gravedad que se propagan en la interfase

entre los dos fluidos con la configuracién de la figura. Proponemos para ¢ y ¢’ la forma
o(z,2,t) = f(z) cos(kx —wt)

¢ (z,2,t) = g(2) cos(kx — wt)
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Para que se satisfaga la ecuacién de Laplace f(z) y g(z) deben ser de la forma
f(z)=Ae ™+ Be** | g(z)=Ce ™™ + DeM

Para que se cumplan las condiciones de contorno de que v, sea nula en A’ y en —h directamente

planteamos
f(z) = Acoshlk(z +h)] , g(z)=Ccosh[k(z —h')]

También deben verificarse las condiciones de empalme

901 _ 991 Asinh(kh) — Csinh(—kh)
0z z=0 0z z=0
2 2 1/
g(p— p')% + p% — p'aag ] = 0= g(p—p')Aksinh(kh)—pw?A cosh(kh)+p'w?C cosh(kh') =0
z=0

Buscamos la relacion de dispersion pidiendo que el determinante de la matriz asociada al sistema de

ecuaciones se anule

sinh(kh) sinh(kh')
-0
g(p — p)ksinh(kh) — pw? cosh(kh)  p'w? cosh(kh')
de lo cual se obtiene .
L2 gk(p — p')
pcotgh(kh) + p cotgh(kh')

que en general corresponde a ondas dispersivas.

ii) Consideramos el caso kh,kh' > 1, tendremos que
. o . AN
k}lgnoo cotgh(kh) =1 k%/linoo cotgh(kh') =1

de forma tal que
A
2 kalp =)
p+p

que si bien es una expresion mas simple que la que teniamos sigue dando ondas dispesivas.

9

iii) Ahora tenemos el otro limite, kh, kh' < 1, el denominado limite de ondas largas, en este caso
cotgh(kh') =~ 1/(kh’) por lo que resulta para w

2 k2g(p — o/ )b/
- ’ ’
Np+ hp

9

que corresponde a ondas no dispersivas.
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