ESTRUCTURA DE MATERIA 1
PRIMER CUATRIMESTRE 2021

PRACTICA 0
TENSORES

Problema 1. DELTA DE KRONECKER Y DENSIDAD TENSORIAL DE LEVI-CIVITA

La delta de Kronecker es un tensor isétropo de segundo orden cuyas componentes estan dadas

por

S 1, sit=j

Y10, sii#g
con 1 <1,j < 3. La densidad tensorial de Levi-Civita es un pseudotensor de tercer orden con
componentes

+1, si{i,j,k} son una permutacién par de la terna {1,2,3}
gijk = —1, si{4,j,k} son una permutacion impar de la terna {1,2,3}
0, en otro caso

(1) Visualice graficamente la densidad tensorial ;5. ;Cuantos elementos tiene?
(11) Compruebe la identidad:
5ip 5iq 5ir
Eijkepar = | Ojp  jg  Jjr
5kp 5kq 5kr
(111) Verifique las siguientes identidades:
(I) €ijkEirs = 6jT5]€S - 5j55k7"
(1) €ijkepgk = dipGjq — digdjp
(111) &4k€i% = 6
V)

( v 5mn6mn =3

(tv) Si{é;, i =1,2,3} es una terna de versores ortogonales, verifique que:
(I) (A X B) . éz‘ = 5z'jkAjBk

(II) (V X C) . éi = 6@%%

Problema 2. DESCOMPOSICION DE UN TENSOR DE SEGUNDO ORDEN
Demuestre que todo tensor de segundo orden o;; (1 <4,j < n) se puede descomponer como
O35 = )\61‘]' + Si5 + a4

donde A es un escalar, s;; es un tensor simétrico de traza nula, y a;; es un tensor antisimétrico.
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Problema 3. TENSORES CARTESIANOS ISOTROPOS

Dadas las componentes de un tensor en un sistema de coordenadas, podemos calcular sus
componentes en cualquier otro sistema. En general, las componentes en el sistema transfor-
mado son distintas de las originales. Cuando las componentes resultan las mismas en cualquier
sistema de coordenadas se dice que el tensor es is6tropo. Con esta definicién, busque mostrar

las siguientes afirmaciones:

(1) No existen vectores (ni pseudovectores) isétropos.

(11) Los tinicos tensores isétropos de segundo orden son los multiplos del tensor de Kronecker.

(1) En el espacio bidimensional, los tinicos pseudotensores is6tropos de segundo orden son

los multiplos del tensor de Levi-Civita.

(rv) En el espacio tridimensional, no hay ningin tensor isétropo de orden 3.

(v) En el espacio tridimensional, los tnicos pseudotensores isétropos de orden 3 son los

miultiplos del pseudotensor de Levi-Civita.

Problema 4. IDENTIDADES VECTORIALES EMPLEANDO NOTACION INDICIAL

Sean u, v, w y s cuatro vectores, y 1 y ¢ dos funciones escalares. Utilizando notacién indicial,

verifique las siguientes identidades:

(1

(M) ux (vxw)=v(u-w)—w(u-v)

Ju-(vxw)=v-(wxu)=w-(uxv)
)

(1) (wxv)-(wxs)=(u-w)(v-s)—(u-s)(v-w)
(tv) V-r =3, donde r = (z,y, 2)

(V) Vxr=0

)

(vi) V|r| =7, donde 7 = |r|
(i) V(3) =%
(viil) Vx V¢ =0

(1x (Vxu)=0
(X) V2=V - (Vo)
2(00) = ¢V + V2 + 2V - Vi
V(g) = ¢V + ¢V

(x1) V
(uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv)
\%

(x

—

I
(X111

(x1v

)
)V
)
)
)
)V
) V-(¢u) =¢V -u+u-Vo
)

(xv X (pu) = ¢V x u+ V¢ x u
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(XVI1 X(uxv)=uV-v)—=v(V-u)+v-Vu—u-Vv

(xvil) V(u-v)=u-Vv+v-Vu+ux (Vxv)+vx(Vxu)

)V
)

(xvirD) V2u=V(V-u) -V xV xu
)

(x1x) u-Vu=1V(u-u) —ux (V xu)

Problema 5. DESCOMPOSICION DE HELMHOLTZ

Supongamos que tenemos un campo vectorial u definido en una regiéon acotada V' del espacio
tridimensional, cuya superficie frontera es S. Vamos a asumir que este campo es suficiente-
mente suave (dos veces continuamente diferenciable) en dicha regién. En estas condiciones,

(1) Muestre que u puede descomponerse en una componente irrotacional y otra solenoidal,
iecu=-Vop+V xA.

Ayuda: puede serle til recordar la definicion de la funcién delta en el espacio tridimen-
sional (funcién de Green para el laplaciano),

1o 1

47 |r—r'|’

Br—r)=-

y emplear las identidades (X1v), (XV) y (XvIi) del ejercicio anterior.

(1) Si V es no acotado (es decir, si V = R3) piense qué condicién adicional debe satisfacer
u para garantizar la descomposicién anterior.
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