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Practica 1: Cinematica e Hidrostatica

Problema 1. Descripciones euleriana y lagrangiana Se tiene un campo de velocidades

que escrito en variables eulerianas es:
Vg =UVy =0 , Uz:f(z) 5

parat > 0y z > 0. Encuentre la descripcién lagrangiana de este movimiento.

Problema 2. Considere la temperatura en un ttnel dada por

2
T="Ty—ae *" sen (ﬂt> ,

T

donde Ty, o, L'y 7 son constantes positivas. Una particula se mueve en el tinel con velocidad U constante.
(i) Halle la variacion de la temperatura por unidad de tiempo que experimenta la particula bajo una
descripcion euleriana. Grafique la temperatura para instantes proximos einterprete geométricamente las
componentes de la derivada total.

(ii) Repita el punto (i) para una descripcion lagrangiana.

;,Coinciden las dos descripciones realizadas?

Problema 3.Trayectorias, lineas de corriente y lineas de trazas Halle las trayectorias,
las lineas de corriente y las trazas de una particula ubicada en (zg, yo) a t = 0, para los siguientes campos
de velocidades:

(i) Una corriente uniforme (z,t) = UZ.

(ii) Una fuente lineal de caudal constante (r, 0) = %f
(iii) Un torbellino con circulacién constante @(r,0) = 0.

(iv) Una fuente lineal de caudal constante superpuesta a una corriente uniforme cuya velocidad U aumenta
linealmente con el tiempo.

(v) Una corriente uniforme constante superpuesta a otra corriente uniforme ortogonal a la primera. La

velocidad U’ de la segunda corriente esta modulada en forma armonica en el tiempo con periodo 7.

Problema 4. Determine las lineas de corriente, las trayectorias y las lineas de traza correspondientes

al campo de velocidades bidimensional

o (654
146t

vz (z,y,t) vy(w,y,t) =c

donde «, 8y ¢ son constantes con las dimensiones apropiadas.

Problema 5. Deformacién de una particula de fluido Calcule las deformaciones longi-

tudinales, de corte y volumétricas para los flujos del problema 3.

Problema 6. Vector ‘Remolino’ Muestre que para un fluido rotante con velocidad angular €,

la vorticidad es & = 2.
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Problema 7. Calculo de la vorticidad Calcule la vorticidad de los siguientes campos de
velocidades:

(i) vg = vg(l —rt/a)

(ii) vg = 2m

(iii) vy = 5 {1 - e’“z/(‘“’t)}

(iv) v, = voy/L

Problema 8. Utilizando los teoremas de Gauss o de Stokes segiin corresponda, determine:

(i) El campo de velocidades con simetria esférica, cuya divergencia es constante.

(ii) El campo de velocidades con simetria cilindrica, con s6lo componente azimutal, que verifica que su
rotor es un vector constante en la direccion 2.

(iii) Idem (ii) pero ahora tal que el flujo de su rotor, a través de cualquier superficie abierta que se apoya
sobre el plano (z,y) y contiene al origen, es el mismo.

Problema 9. En el semiplano superior (y > 0) se tiene un fluido ideal que se mueve acorde con el
campo de velocidades v = axZ — ayy.

(i) Calcule la trayectoria del elemento de fluido que inicialmente se encuentra en (xg,yo). Encuentre una
expresion y = y(z) para las lineas de corriente.

(ii) Si inicialmente la distribuciéon de densidades del fluido es po(z,y) = Az?y, calcule p(z,y,t) (ayuda:
considere que la funcidn densidad es separable en su dependencia temporal y espacial).

(iii) ;Cudl es, en el instante t1, la densidad del elemento de fluido que inicialmente estaba en (xg,y0)? jA
qué se debe el resultado obtenido?

(iv) Encuentre la distribucion de presiones si sobre el fluido actia una fuerza de volumen FM — o27

(fuerza por unidad de masa) y la presion en (xq, y0)? es po.

Problema 10. Tapén de pileta Una esfera sélida de q%nsidad o 121nif0rme esta apoyada sobre
el desagiie de una pileta. Un liquido incom-
presible de densidad p, en equilibrio hidros-
tatico con el ambiente, alcanza una altura
H desde el fondo de la pileta. Analice bajo
qué condiciones la esfera obtura el desagiie.
Para ello:

(i) Calcule la fuerza de empuje debida al li-

quido como funciéon de H (tenga en cuenta
que el liquido puede tapar o no totalmente
a la esfera).

(if) Grafique el empuje como funcién de H
e interprete cualitativamente.

(i) Si o = ap, verifique que el valor mini-
mo de « para el cual se obtiene obturacion
para todo H es o = 8/27.

Problema 11. Taguimetro hidrostatico Un recipiente cilindrico de eje vertical, de radio R

y altura 2H, inicialmente lleno hasta la mitad con un liquido incompresible, gira alrededor de su eje con

Catedra Calzetta Pé,glna 2 2do Cuatrimestre 2021



Departamento de Fisica — FCEyN — UBA Estructura de la Materia 1

velocidad angular uniforme 2.
(i) ;Cual es la forma de la superficie libre del liquido?
(ii) ;Para qué velocidad angular de rotacion la superficie libre empieza a tocar el fondo?
(iii) ;Para qué velocidad angular de rotacion el agua empieza a desbordar, si R = 5 cm, H = 7,5 cm,
g =9,8 m/s?? Calcule el valor numérico de la frecuencia hallada.
(iv) Si el recipiente tiene las dimensiones dadas en (iii), grafique la distribuciéon de presiones sobre las
paredes y sobre el fondo en los casos:
(a) En reposo.
(b) Cuando el recipiente rota con frecuencia v = 90 rpm.

(v) Piense un método que le permita medir velocidades angulares con el taquimetro.

Considere el campo de velocidades de un fluido consistente en
un nucleo cilindrico muy alargado de base circular con radio a, que rota rigidamente sobre su eje principal
con velocidad angular constante €. Fuera del nucleo, el campo de velocidades es también azimutal, pero
con vorticidad nula. El campo de velocidades es continuo en r = a, donde r es la coordenada radial
cilindrica con el eje z coincidente con el eje del nicleo.

(i) Determine el campo de velocidades para todo valor de 7.
(ii) Determine la distribucion de la presion y de la vorticidad para todo r, en funcién de la presion muy
lejos del eje p- Encuentre qué condicién debe satisfacer 2 respecto delvalor de la presion pe-

Una placa plana delgada se encuentra
sumergida completamente en un fluido estatico dedensidad p, de manera que forma un angulo a con la
horizontal. Asuma que la placa tiene una superficie S y que su espesor es despreciable (es decir que,
a todos los efectos practicos, la placa es simplemente una superficie). La forma de dicha superficie es
arbitraria. En estas condiciones,

(i) Calcule la fuerza total (y el punto de aplicacién de la misma) que sufre una de las (dos) caras de la
placa. Sugerencia: utilice un sistema de coordenadas con origen en .S y con uno de sus ejes perpendicular
a dicha superficie.

(ii) Elija un sistema de coordenadas centrado en el centro de masa de la placa. Al calcular el punto
de aplicaciéon de la fuerza, suponga que la placa tiene una densidad superficial uniforme o y exprese el
resultado en funcién de los momentos de inercia de la placa.

El comportamiento del agua a una dada temperatura se modela bien por la relacién
p=K(p— po)/po, donde pg es la densidad en ausencia de presion y K una constante.
(i) Si el agua se encuentra en reposo bajo la accion de la fuerza por unidad de masa y de volumen F= gz,
determine la distribuciéon de presion y de densidad del agua en funciéon de la profundidad sabiendo que
en z=0es p=pp.
(ii) Repita suponiendo ahora al agua estrictamente incompresible (K — o). Calcule el error que se comete
al suponer al agua incompresible al determinar la densidad y la presién de la misma a una profundidad
de 1000 m, (K =2 x 10° N/m?, pg = 1000 kg/m?). Desprecie la presion en la superficie.
(iii) Considere ahora un gas ideal con ecuacion de estado p = pRT'/m, con R la constante universal de los
gases y m la masa molecular media. Muestre que si el gas esta en reposo en el campo de fuerzas F= -9z,

la presién a una altura z estd dada por
mg /Z dz'
=poexps —— —
P=R0SPATR |, T()
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(iv) Muestre que si T depende de x, y y z, no existe solucién hidrostatica posible y debe haber por lo

tanto movimiento del gas.

Problema 15. Modelo simplificado de la atmoésfera terrestre Halle y grafique la
presién, la densidad y la temperatura de la atmoésfera como funcién de la altura z sobre la superficie, si
se sabe que sobre ella dichas magnitudes toman los valores pg, po y Tp respectivamente. Suponga que
la Tierra es plana, la gravedad es constante y que la atmosfera esta en reposo. Considere al aire como
un gas ideal y que la presion y la densidad se relacionan mediante la relacién pp~7 = cte. (atmosfera
adiabatica).

Problema 16. Modelo de Acreciéon en el Medio Interestelar El mecanismo de acrecién
esférica es un modelo para la acrecion de materia del medio interestelar (ISM) sobre un objeto compacto
tal como un agujero negro o una estrella de neutrones. El ISM consiste principalmente de gas y polvo
que puede modelarse como un fluido de densidad p, velocidad ¢ y presion P . Definido asi, el sistema
es esféricamente simétrico por lo que podremos asumir que todas las variables del fluido dependen de la
distancia r del elemento de fluido al objeto compacto.

(i) Si suponemos que muy lejos del objeto compacto la velocidad del fluido es nula, la velocidad del fluido
en acrecion tendra sélo componente radial (porqué?). Considerando un proceso estacionario y usando la

ecuacion de continuidad, derive la ecuacion de conservacion del flujo de masa
r’pv=K (K =cte.)

(ii) Plantee la componente radial de la ecuacion de Euler para un ISM en estado estacionario bajo la
hipotesis de que la tunica fuerza que actia sobre el fluido es la fuerza gravitatoria del objeto compacto de
masa M.

(iii) Utilizando el hecho de que podemos vincular la derivada radial de la presion y la derivada radial de

la densidad mediante la relacién
aP

= =
dp s

donde ¢, es la velocidad del sonido en el medio, reescriba la ecuaciéon de Euler en términos de v y p.

(iv) Usando los resultados de los puntos anteriores obtenga una ecuacién diferencial para el campo de

velocidades. Sin resolver la ecuacion muestre que en el punto critico

GM
Ty = —r
S22
debe cumplirse que el campo de velocidades tiene un extremo o que v = —c;.

Problema 17. Estrellas Autogravitantes Este problema tiene como objetivo modelar la es-
tructura béasica de una estrella. Para ello, pensemos que la estrella se compone de una masa de fluido
auto-gravitante cuyos elementos se encuentran en equilibrio hidrostético, la presiéon evitando que la atrac-
cién gravitatoria los lleve al colapso. Asumiremos que la configuracion posee simetria esférica.

(i) Muestre que, para el fluido que compone la estrella, la ecuacion de Euler puede escribirse como

1= M
,Vp:_LQ(r)f ,
p r
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siendo M(r) = for pdnr2dr y 7 el versor radial en coordenadas esféricas. Ayuda: puede resultarle ttil
recordar que un cascarén esférico de densidad de masa uniforme no ejerce fuerza gravitatoria sobre un
punto interno (este resultado, de demostracion sencilla, es un teorema debido a Newton).

(ii) Asuma una ecuacién de estado politropica para el gas que compone la estrella, de forma tal que
p = Kp"th/" gsiendo n el indice politropico y K una constante. Obtenga una ecuacién diferencial para
el campo de densidad de la estrella (pero no la resuelva adn).

(iii) A fin de simplificar la resolucion, proponga la siguiente adimensionalizacion de las variables:

r=at |, p=pb"

introduciendo la coordenada radial adimensional £ y la funcién adimensional 0(§) que representa la
densidad de masa normalizada por su valor en el centro de la estrella, p.. En término de estas nuevas
variables, derive una ecuacién diferencial para 6(¢). Simplifique la expresiéon que obtuvo elegiendo a? =
K(n+ 1)/(47eri71/").

(iv) Mediante argumentos fisicos, determine cuéales son las (dos) condiciones de contorno sobre 6(§).

(v) Asumiendo que dispone de una soluciéon 6(¢) a la ecuacion, responda qué condicion fisica emplearia
para determinar el radio R de la estrella. Encuentre una expresiéon para la masa total de la estrella, M,

y otra para el radio R de la misma.

Las enanas blancas son remanentes de los nicleos de estrellas
gigantes que colapsaron, en las que sélo la presién de degeneracion electrénica evita su colapso a un agujero
negro. Un gas de electrones (en estados) degenerados responde a una ecuacion de estado politropica con
n = 3/2 en el caso no-relativista, y otra en el limite ultra-relativista, en el cual n — 3. Para un gas de
electrones degenerados relativistas, la ecuaciéon de estado es

1
p= th(37r2)1/3 ni/s

donde n. es la densidad numérica de electrones, & es la constante de Planck y c es la velocidad de la luz
en el vacio. La densidad total p se vincula con el nimero de electrones mediante p = n.p.m,, donde m,
es la masa del protén y . es el peso molecular promedio por electrén en unidades de la masa del protén,
y en general depende de la composiciéon quimica de la estrella. Un valor tipico es p. = 2.

En estas condiciones, y basandose en los resultados obtenidos en el Problema 15, muestre que existe un
limite superior para la masa de una enana blanca y exprese dicha masa critica, M¢p, denominada masa
de Chandrasekhar, en términos de la masa del sol; Mg = 2 x 1030 kg.
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