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Estructura de la Materia 1 – Práctica 0

El objetivo de esta práctica es lograr un manejo fluido de la notación indicial, principalmente

para poder seguir adecuadamente los desarrollos teóricos de la materia. Los alumnos que ya hayan

cursado Teórica 1 posiblemente no tendrán dificultades en resolver esta práctica.

Problema 1

La cualidad de tensor de un objeto queda definida por sus reglas de transformación (cambios de

sistemas de coordenadas con origen fijo). Aśı, la transformación de un tensor de rango 1 Al (un único

ı́ndice, su representación gráfica seŕıa un vector) de un sistema S a un sistema S ′, verifica (no haremos

aqúı distición entre notación covariante y contravariante, sólo consideraremos tensores cartesianos,

para profundizar el tema puede consultarse el texto de Santaló)

A′i = cilAl .

Aqúı el miembro izquierdo, primado, representa el tensor en el sistema S ′ y en el miembro derecho

tenemos el tensor en el sistema S junto con un objeto de dos ı́ndices que vehiculiza el pasaje de un

sistema a otro (su representación gráfica seŕıa una matriz cuadrada, una matriz de cambio de base o de

transformación). En la expresión se utiliza notación de Einstein (suma impĺıcita de ı́ndices repetidos,

o contracción de ı́ndices) y si bien la dimensionalidad en un caso general podŕıa ser cualquiera, en

lo atinente a esta materia consideraremos el espacio tridimensional, por lo que 1 ≤ i, l ≤ 3. Para no

complejizar la notación, en la mayoŕıa de los textos se omite el primado en el tensor transformado.

Si ahora consideramos un tensor de rango 2, la regla de transformación es

A′ij = cilcjmAlm ;

viéndose como regla general que la transformación de un tensor de rango n implica la contracción del

tensor en el sistema original con n objetos de transformación ckn.

i) Luego de esta breve introducción, pasamos a considerar el problema espećıfico de demostrar

que el tensor delta de Kronecker es isótropo, es decir que es invariante ante un cambio en cualquier

orientación de los ejes que consideremos. Para ello veremos que la delta de Kronecker es invariante ante

rotaciones y reflexiones. Como primer paso veamos cómo opera la delta de Kronecker al contraerse

con las matrices de transformación, para ello consideremos

δ1lcjl ≡ δ11cj1 + δ12cj2 + δ13cj3 = cj1 ;

por lo que expresándolo en forma más general

δilcjl = cji .
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Entonces, para la transformación de la delta de Kronecker tendremos

δ′ij = cilcjmδlm = cilcjl = δij ,

donde en la última igualdad usamos que CCT = 1, ya que para rotaciones y reflexiones tenemos

CT = C−1. La igualdad

δ′ij = δij

expresa la invariancia de la delta de Kronecker, es decir que su expresión es la misma para cualquier

sistema de coordenadas.

Antes de demostrar la invariancia del pseudotensor de Levi-Civita analizaremos algunas de sus

propiedades. En primer lugar digamos por qué hablamos de pseudotensor o densidad tensorial; la

regla de transformación de un pseudotensor es levemente diferente a la de un tensor. Por ejemplo si

Bijk es un pseudotensor de tercer orden, su regla de transformación es

B′lmn = det(C) clicmjcnkBijk

donde det(C) = ±1, dependiendo si tenemos una rotación propia (+1) o impropia (reflexión, -1).

Por otro lado veamos que el pseudotensor de Levi-Civita εijk puede asociarse con la definición del

determinante de una matriz de 3 × 3. Si bien todos aprendemos la forma operacional de calcular

una matriz de N × N desarrollando por fila o por columna y reduciendo finalmente al cálculo de

determinantes de matrices de 2 × 2, recordemos que la definición básica del determinante de una

matriz es la suma de todos los diferentes productos que pueden obtenerse involucrando una única

componente por cada fila y columna (con un signo adicional en cada término). En el caso de una

matriz A de 3× 3 esto puede expresarse como

det(A) =
∑

{ijk} perm {123}
(−1)pa1ia2ja3k ,

donde la suma es sobre todas las permutaciones posibles de la terna {123}. El factor (−1)p es el signo

adicional que mencionamos anteriormente y p es la paridad de la permutación. Ahora, teniendo en

cuenta la definición de εijk es inmediato expresar el determinante de la matriz A como

det(A) = εijka1ia2ja3k .

Es más, definiendo el pseudotensor de Levi-Civita de orden N puede expresarse el determinante de

una matriz B de cualquier dimensionalidad como

det(B) = εi1i2...iNa1i1a2i2 . . . aNiN .
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A partir de esto, podemos plantear la siguiente identidad

det(C) εpqr = εijkc1ic2jc3k εpqr .

Por otro lado obtuvimos en el ı́tem III) del mismo problema la siguiente identidad

εijk εpqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

entonces podemos escribir

det(C) εpqr = [δip(δjqδkr − δjrδkq)− δiq(δjpδkr − δjrδkp) + δir(δjpδkq − δjqδkp)] c1ic2jc3k =

= c1pc2qc3r + c1qc2rc3p + c1rc2pc3q − c1pc2rc3q − c1qc2pc3r − c1rc2qc3p =

= c1p(ε1jkcjqckr) + c2p(ε2jkcjqckr) + c3p(ε3jkcjqckr) = εijkcipcjqckr .

Por ser el Levi-Civita un pseudotensor, su regla de transformación es

ε′pqr = det(C) cipcjqckrεijk︸ ︷︷ ︸
det(C) εpqr

= [det(C)]2 εpqr ,

y considerando que C es una matriz de transformación con origen fijo (rotación o reflexión) se tiene

que det(C) = ±1, y en definitiva

ε′pqr = εpqr .

ii) La densidad tensorial de Levi-Civita tiene 3 ı́ndices que toman los valores 1, 2 y 3, entonces

el número de componentes del tensor es 33 = 27, podemos visualizarlo como tres matrices de 3 × 3,

en cada una de las cuales un ı́ndice permanece fijo. Por ejemplo si elegimos el primer ı́ndice como el

fijo tendremos

ε1jk =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , ε2jk =


0 0 −1

0 0 0

1 0 0

 , ε3jk =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 .

iii) Para comprobar la identidad solicitada primero expresemos el tensor de Levi-Civita en forma

diferente, en función de deltas de Kronecker y teniendo en cuenta como se vio en el ı́tem anterior que

el Levi-Civita tiene sólo 6 componentes no nulas

εijk = εlmnδliδmjδnk = δ1iδ2jδ3k − δ1iδ3jδ2k + δ2iδ3jδ1k − δ2iδ1jδ3k + δ3iδ1jδ2k − δ3iδ2jδ1k ;
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o reagrupando

εijk = δ1i(δ2jδ3k − δ3jδ2k) + δ2i(δ3jδ1k − δ1jδ3k) + δ3i(δ1jδ2k − δ2jδ1k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Entonces tendremos

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1p δ2p δ3p

δ1q δ2q δ3q

δ1r δ2r δ3r

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

y usando propiedades del determinante, det(A) det(B) = det(A) det(BT) = det(ABT), reescribimos

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣∣∣

δ1i δ2i δ3i

δ1j δ2j δ3j

δ1k δ2k δ3k

 .


δ1p δ1q δ1r

δ2p δ2q δ2r

δ3p δ3q δ3r


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Por si no queda demasiado claro cómo se arriba a la última igualdad (que es lo que queŕıamos

demostrar), analicemos cómo se obtiene una de las componentes, la correspondiente a la primera fila

y primera columna (δip). El producto de la primera fila por la primera columna es

δ1iδ1p + δ2iδ2p + δ3iδ3p = δmiδmp = δip .

iv) Resolvemos sólo el primer ı́tem, demostrar la identidad εijkεirs = δjrδks − δjsδkr. Para ello

usemos la expresión obtenida en el ı́tem anterior con el primer ı́ndice contráıdo

εijkεirs =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δii δir δis

δji δjr δjs

δki δkr δks

∣∣∣∣∣∣∣∣ = δii(δjrδks − δjsδkr) + δir(δjsδki − δjiδks) + δis(δjiδkr − δjrδki)

Ahora consideremos las contracciones que aparecen en el primer término (δii = 3), segundo término

(δirδki = δkr y δirδji = δjr) y tercer término (δisδji = δjs y δisδki = δks) por lo que

εijkεirs = 3(δjrδks − δjsδkr) + (δjsδkr − δjrδks) + (δjsδkr − δjrδks) = (δjrδks − δjsδkr) ,

que es lo que queŕıamos demostrar.

Problema 4

De este ejercicio resolveremos sólo algunos ı́tems, usando las identidades obtenidas en el Problema 1.

iii)

(~u× ~v).(~w × ~s) = (~u . ~w)(~v . ~s)− (~u .~s)(~v . ~w)
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(~u× ~v).(~w × ~s) = εijkujvkεimnwmsn = (δjmδkn − δjnδks)ujvkwmsn = ujwjvksk − ujsjvkwk ,

donde usamos que la contracción de los dos Levi-Civita puede escribirse como productos de deltas de

Kronecker y el último término es justamente la notación indicial para (~u . ~w)(~v . ~s)− (~u .~s)(~v . ~w).

xiii)

∇ .(~u× ~v) = ~v .(∇× u)− u .(∇× v)

∇ .(~u× ~v) = ∂i(~u× ~v)i = ∂i(εijkujuk) = εijkvk∂iuj + εijkuj∂ivk .

Ahora, teniendo en cuenta que εijk = εkij y que εijk = −εjik podemos escribir

∇ .(u× v) = vk εkij∂iuj︸ ︷︷ ︸
(∇×~u)k

−uj εjik∂ivk︸ ︷︷ ︸
(∇×~v)j

= ~v .(∇× u)− u .(∇× v) .

xvi)

∇× (~u× ~v) = ~u(∇ . ~v)− ~v(∇ . ~u) + (~v .∇)~u− (~u .∇)~v

Es una identidad diferencial vectorial, tomemos la componente i de esta identidad vectorial

{∇ × (~u× ~v)}i = εijk∂j(~u× ~v)k = εijk∂jεkmnumvn = εkijεkmn∂j(umvn) .

Para la contracción de los dos Levi-Civita llegamos en el Problema 1 a una expresión en términos de

productos de deltas de Kronecker

{∇ × (~u× ~v)}i = (δimδjn − δinδjm)(vn∂jum − um∂jvn) = vj∂jui + ui∂jvj − vi∂juj − uj∂jvi =

= {(~v .∇)~u+ ~u(∇ . ~v)− ~v(∇ . ~u)− (~u .∇)~v}i ,

que es justamente lo que se queŕıa demostrar.
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