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Estructura de la Materia 1 — Practica 1

En esta practica se introducen los conceptos de descripcién Lagrangiana y Euleriana de un fluido.
Asimismo se plantea la ecuacién fundamental de la hidrostatica y se introduce la ecuacién de Euler
que permite describir la evoluciéon de un fluido ideal.

Antes de comenzar con el primer problema que elegimos desarrollar, en primer término men-
cionemos brevemente las hipdtesis basicas que asumiremos durante el curso para realizar la descripcion
de la evolucion de un fluido. Asumiremos la hipdtesis del continuo, la cual establece que si miramos
el fluido en una escala lo suficientemente grande comparada con la distancia intramolecular de las
moléculas que forman el fluido podremos definir funciones escalares y vectoriales continuas que repre-
senten densidad, temperatura, velocidad, etc. del mismo. Estos valores representaran un promedio
macroscopico de esas magnitudes dentro de un volumen pequeno de fluido (~ 1079 — 107 cm™3)
pero en el cual tenemos un gran ntiimero de moléculas del fluido (= 10'°).

Luego de las consideraciones anteriores, existen diferentes formas de describir el fluido. Introduci-
mos la nocién de elemento de fluido, como el de una particula de fluido que conserva su identidad
al moverse y al que son aplicables las leyes de conservacion clasicas. Esta particula de fluido estara
caracterizada por su posicion, su velocidad y sus propiedades termodinamicas dadas en funcion del
tiempo. La identificacién de cada particula puede hacerse convenientemente a través de la posicion
X, que ocupaba en un instante caracteristico ty; en un instante posterior ¢ la posicién de la “particula

Xy (podemos etiquetarla asi) serd )Z'(t, )Z'o) y
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seran su velocidad y su aceleracion respectivamente. Esta descripcion del fluido que es la extensiéon
natural de la cinematica de particulas discretas al medio continuo recibe el nombre de descripcion
Lagrangiana o material del fluido.

Una descripcion alternativa es la descripcion Fuleriana o de campos. En esta descripcion se dan para
cada instante t las propiedades que tiene en ese instante el elemento de fluido que esta en . En esta
descripcién tendremos el campo de velocidades @(Z,t), el de densidades p(Z,t), el de temperaturas
T(Z,t), etc. Por ejemplo, en la descripciéon Euleriana u(Z,t) es la velocidad del elemento de fluido
que en el instante ¢ se encuentra en la posicion 7.

Las leyes basicas de conservacién se aplica a cada particula material de fluido, por lo que es de
interés determinar como cambian con el tiempo las distintas propiedades de una dada particula fluida.
Entonces podremos decir por ejemplo que la variacién con el tiempo de la cantidad de movimiento
de una particula es igual a la resultante de las fuerzas que sobre ella actian, o que la variaciéon de
su energia cinética es igual al trabajo de las fuerzas aplicadas, etc. En la descripcion Lagrangiana se

tendra directamente para cualquier magnitud B que caracterice al elemento de fluido

aB_ 0B
dt Ot
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En el caso de la descripcién Euleriana debemos “seguir” al elemento de fluido en cuestion, es decir que
debemos considerar su cambio de posicién 6% correspondiente al diferencial de tiempo transcurrido
ot

. L, 0Ob 0b _(0b Ob
6b = b(Z+ 07, t+ 0t) — b(Z,t) = at5t+ axiéxl = <8t + a@m) ot

por lo que pasando al limite 0t — 0

db  0b

— = — 1.V)b

i or @V,
que se conoce como derivada convectiva o material.
Problema 2
Temperatura en el tinel dada por

2
T:To—ae_w/Lsin(lt) , 0<z<L
T

i) Partimos de una descripcién de campos o Euleriana, que nos da la temperatura del fluido dentro de
un tunel en funcién de la posicién y del tiempo. Si asumimos que la particula varia instantaneamente
su temperatura adquiriendo la misma temperatura que el fluido que la circunda tendremos para la

razén de cambio de la temperatura de la particula con el tiempo
ar  oT n U@T oy (U . (27 2 27t
— = — — = e —sin| — ) — —cos | —
dt ot ox L T T T
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En la figura puede observarse la representacion gréafica de las dos componentes de la derivada
convectiva (multiplicadas por dt), por un lado %—fét representa la variacion de la temperatura en el
tinel en la posicion fija zy al transcurrir un tiempo ¢, mientras que el término g—gU 0t corresponde
a la variacién de la temperatura en el tinel entre dos posiciones a tiempo fijo, xo v xg + Udt, las
posiciones que inicialmente ocupaba la particula y la que ocupa luego de un tiempo dt.

ii) Para pasar a una descripcién Lagrangiana lo uinico que deberfamos hacer es asociar la variable
espacial del campo T'(z,t) con la posicién de la particula, es decir, hacer la sustitucién x = Ut, por

lo tanto

T

2rt
T(Xo=0,t) = Ty — ae”V"Esin <i>

Ahora tendremos directamente que la variacion de la temperatura de la particula con el tiempo es

dt ot L T T T ’

y obviamente las dos descripciones coinciden.

Problema 4

Antes de resolver este problema debemos introducir las nociones de trayectoria, linea de corriente y
linea de traza.

Las lineas de corriente son las lineas que en un instante dado son tangentes en cada uno de sus puntos
al campo de velocidades, entonces en un dado tiempo el diferencial dl de longitud de esta linea verifica
d“e|ya(f,t):>d—x:@:@ :

Up Uy Uy
y dan una descripcién instantanea del fluido.
El concepto de trayectoria a esta altura de la carrera ya lo tenemos bien internalizado, las trayectorias
son las lineas definidas por las posiciones que ocupan cada uno de los elementos de fluido en un dado
lapso de tiempo. A diferencia de las lineas de corriente no dan una visualizacion instantanea del fluido
si no que indican cémo ha evolucionado el flujo. Su expresiéon matematica estd dada en la descripcién
Lagrangiana por la curva X (t, )?0) dada al transcurrir ¢. Si se parte de una descripcion Euleriana del

campo de velocidades, deberd tenerse en cuenta la relacién

0%
ot

=u(Z,t)

la cual no siempre es analiticamente integrable.
Las lineas de traza son las lineas formadas por la posicion al tiempo t de todas las particulas que
en un tiempo anterior pasaron pon un punto de referencia fijo #,. Con descripcién Lagrangiana, si

)Z'O(t’ , @) es la posicién a t = 0 del elemento de fluido que en ¢’ ocupé la posicién de referencia Z,, la
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linea de traza estard dada por X (¢, X,(t, &) descripta al variar ¢ entre ¢ = 0 y ¢. Para determinarse
Xo(t', &) debe invertirse la relacion 7, = X (¢, X,).
Puede demostrarse que para un flujo estacionario las lineas de corriente, las trayectorias y las lineas
de traza coinciden.

Luego de las definiciones pasemos a resolver el ejercicio. Tenemos un campo de velocidades

bidimensional dado por
ax

T 1+ 8t

Primeramente calculamos las lineas de corriente, haciendo uso de la identidad

v, ) oy (@, ) = ¢

Uy Uy azT

e integrando entre (xg,yy) y un punto (x,y) genérico obtenemos

s, )

En segundo lugar, las trayectorias, para ello integramos en el tiempo las componentes de la velocidad

T

Zo

Y=Y+

dx ax 1 x 1
vr = T an(xo) ﬁn( + Bt) x = zo(1+ ft) ,
B _ . + ot
v, = = C = C

Es usual dar una expresién de la forma y = y(x) para la trayectoria, por lo que entre las dos ecuaciones

de arriba debemos eliminar el tiempo como parametro para obtenerse

()" -]

Para las lineas de traza consideremos que tenemos un punto de referencia fijo (x,,y,) en el instante

C
Z/:yo+g

t. Calculemos para un elemento de fluido que en ¢ = 0 se encontraba en (xg, 7o) v en el instante ¢’ en
el punto de referencia (z,,y,), entonces

a/B
. Nna/B _ n—a/B — M
e = ao(l+ )" = wo = (14 SO0 = w = o mgars
Yyr=yo+ct' =y=y—ct' =y=y+ct-1t)

Para obtener una expresion y = y(z) despejamos t’ de las igualdades anteriores y reemplazamos

Ly

Y=y + %(1 + Bt {1 - (_)5/1

X
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A continuacion algunos graficos de trayectorias, lineas de corriente y traza donde hemos tomado
B=c=1.
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traza — a=2p / t=4

- (2,y,)=(£2.5,0) — 7

- (2,y,)=(£0.1,0)

50 (T,y,)=(+050) ——— (2,y,)=(£3.0,0) -
- (2,y.)=(£1.0,0) (2,9,)=(+8.5,0) — -
C (y)=(£150) —— (2,y,)=(£4.0,0) ]
C (2,9,)=(+2.0,0) (2,y,)=(£4.60) — 1
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