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Cinematica y dinamica de fluidos

13 de agosto de 2021

1. Descripciones eulerianas y lagrangianas

En este curso, vamos a considerar a un fluido como un continuo. Sin embargo, para introducir los dos
grandes sistemas para la descripcién del movimiento de una masa fluida, conviene pensar a la misma como
compuesto de “elementos” de fluido.

Una descripcién eulerianal consiste en defini t ema de coordenadas fijo en el espacio. En algin
instante t, el punto denotado por las coordena d t cupa d o por algin elemento de fluido, el cual

estar mov1endo velocida d = v(x, t). N6 t e que 1 elementos de fluido que ocupan una misma
pos" dtt tmp n gen ldtt

En d ripcién lagrangiana®, por 1 ontra signamo a etiqueta cada elemento de fluido.
En gen lunmm eleme tdﬂd cupar dtt S pos senelespac1oenmmt distintos
Ver fig. ( )
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Figura 1: En una descripciéon Euleriana, la posicién del surfista depende del tiempo; en cambio, sus coorde-
nadas lagrangianas permanecen constantes

Digamos que la particula de coordenadas lagrangianas q ocupa, en el instante ¢, el punto en el espacio
x (q,t), que son sus coordenadas eulerianas. Para traducir una descripcién en la otra, asumimos que ambas
coinciden en algin instante inicial, digamos ¢t = 0

x(q,0)=q (1)

Tanto un observador euleriano como uno lagrangiano coinciden respecto a qué velocidad tienen las particu-
las del fluido. Esa condicién se expresa por la identidad

v(q,t) =vix(qt),1] (2)
Al moverse, van a cambiar sus coordenadas eulerianas, de modo tal que

dx (q,t

PGy (q,1). 1 0

Derivando esta identidad respecto a q, encontramos?

d dz"  Ov' 927
dt 9gk Oz OgF
Esta ecuacidn, con la condicién inicial que se deduce de (1)

oxt 4

o (t=0)=4; (5)
determina la transformacién de las coordenadas lagrangianas en eulerianas, si se conoce el campo de

velocidades v = v (x, t).

1.0.1. Ejemplo: Los panqueques de Zel’dovich

Por ejemplo, supongamos un fluido en que cada particula se mueve con velocidad uniforme, independiente
de los otros elementos de fluido. En una descripcion lagrangiana, dirfamos que la particula q tiene velocidad
v (q), independiente del tiempo. En t = 0, la particula ocupa la posicién x (q,0) = q, de acuerdo con (1).
Entonces en el instante ¢

3En este curso vamos a utilizar la convencién de Finstein: cuando un indice aparece repetido en una expresién, se sobreen-
tiende que debe sumarse sobre todo su rango de valores. Por lo tanto, en la férmula (4) el indice j debe ir sumado desde j =1
hasta j = 3. Por supuesto, la convencién se llama asi por Albert Einstein (1879-1955).



Figura 2: Panqueque de Zel’dovich. Todas las particulas del fluido tienden al plano z = 0, con una velocidad
constante proporcional al valor inicial de la coordenada z

x(q,t) =q+viq]t (6)

Si conocemos la funcién v = v [q], podemos invertir esta relacién y encontrar la coordenada Lagrangiana
q como funcién de la coordenada euleriana x.
Para continuar con el ejemplo, supongamos que

v, = L (7)

con vy = v, =0 (ver fig. (2)).
Entonces, escribiendo x = (z,v, 2)

r = Gz
:qy

. = (1 - %t) 0 (8)

Nétese que en el instante ¢t = ¢/v la totalidad del fluido ha colapsado al plano z = 0, independientemente
de la posicién inicial de las particulas.
Yakov Zel’dovich (1914-1987) propuso este modelo como el primer paso en la formacién de una galaxia.

2. La ecuacion de continuidad

Supongamos que un cierto ntimero de particulas ocupa un volumen d>q en coordenadas lagrangianas,
y su masa total es p(q)d3g. Como corresponde a la descripcién lagrangiana, tanto el volumen d®q como
la densidad p (q) son independientes del tiempo. Ahora, estas mismas particulas ocupan, en la descripcién
euleriana, un volumen d3x = Jd3q, donde (ver fig. (3))

ozt

J = |det — (t)‘ 9)

gk
es el Jacobiano de la transformacion de las coordenadas eulerianas en las lagrangianas. Como la masa
del elemento de fluido es la misma en ambas descripciones, debemos tener

plx(q,t),t]d*z = p[q]d’q (10)

y reemplazando d3z = Jd3q tenemos que

plx(q,t),t] J = constante (11)

o bien, derivando respecto del tiempo

(8pdx+ap)J+ 9 _y (12)

ozt dt ot pa N

donde ya sabemos que da/dt = v'.



i X;q (t)

dx=dq

—_—

dx=(dx/dq) dq

Figura 3: Inicialmente, el volumen de un elemento de fluido es el mismo en coordenadas eulerianas o lagran-
gianas. En cualquier otro instante, el volumen en coordenadas lagrangianas permanece constante, mientras
que en coordenadas eulerianas no.

— x'=q(t+dt)
° — —x(t)+v (t)dt

X=q X=q (t)

Figura 4: La evolucién desde t = 0 hasta t 4 dt es la composicion de la evolucién hasta ¢ y la evolucién entre
tyt+dt.

2.0.1. Interludio matemadtico

Para calcular §.J/9t vamos a comparar J (t) con J (t 4+ dt). Consideramos que las particulas con coorde-
nadas lagrangianas q estdn en el punto x en t y en x" en ¢ + dt (ver fig. (4)). Entonces

oz’ _ Oz’ Ol

O _ 0x" Ou? 13
ogk  0xI gk (13)
Tomando determinantes en ambos miembros vemos que
ax/i
J(t+dt)=J(t) det . 14
(t+dty =T (1) det 5 (14)
Pero
2" =g’ +o'dt (15)
Por lo tanto
oz’ , o’
- = i 4+dt—
oxI T oxI
o) T o x 9 x
1+ cét Ve ;ya dté?%
= dtg% 14 %tai; dta%; (16)
dt 5= dtai; 1+dt%=
Haciendo la cuenta es facil ver que
awli 9
det —— =1+dt V-v+ O (dt?) (17)

oxJ



Figura 5: Una variacion en el espacio convertida en una variacién en el tiempo.

Despreciando los términos de orden superior

J(t+dt)—J(t)=JV v dt

O sea que

(fin del interludio matemético)

Volviendo a la ecuacién (12), encontramos la ecuacion de continuidad

Op Op ov’
ot T ort TP ar

Esta ecuacion se suele escribir de dos maneras equivalentes: por un lado

=0

ap B
E+V~(pv)—0

a la que vamos a volver mas adelante, y por otro
dp
— +pV-v=0
at "
donde hemos introducido la derivada material
dp _ Op

%—E‘F(V'V)P

que consiste en derivar respecto del tiempo manteniendo fijas las coordenadas lagrangianas

(20)

(21)

(22)

(23)

Esta segunda manera de escribir la ecuacién de continuidad (20) enfatiza que hay dos mecanismos por los

2.0.2. Panqueques de Zel’dovich (II)

cuales la densidad puede variar: porque es, efectivamente, dependiente del tiempo, o porque al transcurrir
el tiempo una misma posicién en el espacio es ocupada por distintos elementos de fluido, de modo que una
variacién en el espacio se convierte en una variacién en el tiempo (ver (fig. (5)).

Volviendo al ejemplo del fluido que colapsa sobre un plano, a partir de la transformacién (8) encontramos

(%
J=1—-1
4
y por lo tanto
4En la ecuacién (23) el operador
;0
Vo= v'—
v v 5
s 0 7] , 0
= — + oY — v —

(25)

(24)



a-d

Figura 6: La evolucién de la densidad de un panqueque de Zel'dovich. El area bajo la curva permanece

constante, lo cual refleja la conservacién de la masa.

Figura 7: El efecto de una traslacion rigida sobre un elemento de fluido.

plx.t] = p[lq_(x%j?] 7 Kmy_?) 0]

que no sorprendentemente explota en ¢ = ¢/v (ver fig. (6)).
Derivando respecto del tiempo

8p UP [($7y7 1%%) 70j| Ep,z [(557217 1%%,5) 70]

Yl +z
T R (e

mientras que derivando respecto de z

Oplx,t] P2 K“’ 1—_ft) ’O}
= -

Por otro lado, de la ecuacién (7) tenemos que

v z
A

v¥ =

con lo cual podemos verificar facilmente la ecuaciéon de continuidad.

3. Cinematica de fluidos

(26)

(29)

En esta seccién vamos a discutir como es posible deducir caracteristicas del flujo de un fluido a partir de

propiedades locales del campo de velocidades.

Dada la velocidad v en un punto, el flujo méas simple que podemos imaginar seria una traslacion rigida,

en que todos los puntos del fluido fluyen con la misma velocidad (ver fig. (7)).



Figura 8: El efecto de un flujo con divergencia no nula pero sin rotor ni tensor de corte sobre un elemento
de fluido.

Los apartamientos de este flujo bésico estaran descriptos, en primer lugar, por las nueve derivadas pri-
meras Ov'/0x en el mismo punto. Es habitual agrupar estas derivadas en

v a) Un escalar, la divergencia de la velocidad

v’
V-v=_— 30
V= (30)
= b) Un (pseudo) vector, la vorticidad
w=Vxv (31)
0 en componentes

w' = €%,y (32)

= ¢) Un tensor simétrico de traza nula, el tensor de corte o tensor de deformaciones

2

Ojk = 8j11k + 8k’Uj — g jkV -V (33)

Puesto que la divergencia da cuenta de un grado de libertad, la vorticidad de 3 y el tensor de deformaciones
de 5, entre los tres dan cuenta de las nueve derivadas primeras.

Como ya hemos visto (ver la ecuacién (20)) la divergencia estd asociada a flujos con cambios en la
densidad del fluido (ver fig. (8)).
Un fluido con divergencia nula corresponde a densidad constante, se dice que es un flujo incompresible.

La vorticidad estd asociada a una rotacion rigida alrededor del punto de referencia, que tomamos como
x =0 (ver fig. (9)).

Efectivamente, en una rotacion rigida con velocidad angular €2, el campo de velocidades alrededor del
origen es

v=Qxx (34)
O en componentes
vt = TRQI gk (35)

y la vorticidad



Figura 9: El efecto de un flujo con rotor no nulo pero sin divergencia ni tensor de corte sobre un elemento
de fluido.

wi = Eijkajeklmﬂll'm
€ijk€k[le
20! (36)

Un flujo con vorticidad nula se dice irrotacional o potencial ya que, como el campo electroestatico en
Fisica 3, la condicién de vorticidad nula indica que el campo de velocidades se puede escribir como el gradiente
de un escalar, v = V.

3.0.1. Otro interludio matematico

Supongamos una curva cerrada

F={x=x(\),0<A<A, x(A)=x(0)} (37)
El elemento de longitud sobre la curva es

dx
dt = —d\
d\ (38)

y es tangente a la curva en todo punto. Dado un campo vectorial v, la circulacién alrededor de I" es

C:f}dt-v (39)

El Teorema de Stokes® afirma que C es igual al flujo del rotor V x v a través de cualquier superficie S
cuyo borde sea T'.

Si V x v = 0, entonces la circulacién de v sobre cualquier curva cerrada es cero. Entonces yo puedo
definir un potencial ¢ para v®. Por ejemplo, puedo definir ¢ (0) = 0, y ¢ (x) como la circulacién de v sobre
alguna curva que empiece en 0 y termine en x. Como cualquier curva da lo mismo, puedo elegir un segmento
recto x (A) = Ax, 0 < A <1, es decir

6 (x) = /0 A x v () (40)

Se puede verificar explicitamente que si V x v = 0, entonces V¢ = v. Efectivamente

d(x+dx)—¢(x) = /Od)\ [(x+dx) - v(A(x+dx)) —x-v(Ax)]

Q

da’ { /O 1 dX\ v (Ax) + 27 \vj; ()\x)]} (41)

Como V x v =0, en el segundo término podemos reemplazar v;; por v; ;. Pero

5Llamado asi por George Stokes (1819-1903)
6Este resultado es el Lema de Poincaré, llamado asf por Henri Poincaré (1854-1912)
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Figura 10: La circulacién del campo de velocidades de la rotacion rigida (34) alrededor del circulo 2 = r cos p,
y=rsing, z2=0,0< ¢ < 27

A adv; ; (Ax) = )\dil)\vi (Ax) (42)

de manera que podemos integrar por partes y encontrar que

p(x+dx)—¢(x)=dx-Vv (43)

como queriamos demostrar.

Viceversa, si v deriva de un potencial, V x v necesariamente vale cero.

Por ejemplo, consideremos el circulo x = rcosp, y =rsinp, z = 0,0 < ¢ < 27 y el campo de velocidades
de una rotacién rigida (34) (ver fig. (10)). Entonces dt = rdp K x 7. Ocurre que

(Kxf)-(Qxf):K-Q (44)
porque sobre el circulo K- 7= 0, y entonces

C=2mK -Q=mr’K - w (45)

tal como lo predice el Teorema de Stokes.

Vale la pena aclarar que nos tomamos todo este trabajo porque la diferencia que hace la presencia o no
de vorticidad en un flujo es uno de los temas principales en todo el curso.

(fin del otro interludio matemético)

Volvamos al tercero de los patrones de flujo basicos.

Por descarte, el tensor de deformaciones describe un flujo sin cambio de densidad y sin rotaciéon neta
alrededor del punto de referencia (ver fig. (11)).

Como o;; es un tensor simétrico, es posible elegir los ejes coordenados de tal manera que sea diagonal
(decimos que son los ejes principales del tensor), y como tiene traza nula, los elementos de la diagonal no
pueden ser todos del mismo signo. Ademas, si la vorticidad es nula, el flujo es potencial, y si la divergencia
es nula, el potencial debe ser una funcién arménica (es decir, solucién de la ecuacién de Laplace, A¢ = 0).

En las figuras (12), (13) y (14) reiteramos los patrones tipicos del campo de velocidades en estos tres
flujos bésicos.

4. Dinamica de fluidos

Las ecuaciones de movimiento de un fluido se expresan como un conjunto de leyes de conservacion.

Supongamos que cada particula del fluido posee una cierta cantidad de una cierta magnitud aditiva X.
Entonces la cantidad de X en un volumen d3z va a ser proporcional al volumen, dX = £d3z, y la cantidad
de X en un volumen finito (que llamamos el volumen de control) se calcula por aditividad



Figura 11: El efecto de un flujo con tensor de corte no nulo pero sin divergencia ni rotor sobre un elemento
de fluido.

Figura 12: Patron tipico del campo de velocidades en un flujo con divergencia no nula pero sin rotor ni tensor
de corte. Se trata de un flujo potencial con potencial ¢ oc z2 + 72

Figura 13: Patron tipico del campo de velocidades en un flujo con rotor no nula pero sin divergencia ni tensor
de corte.

10



Figura 14: Patron tipico del campo de velocidades en un flujo con tensor de corte no nulo pero sin divergencia
ni rotor. El potencial que genera el campo de velocidades es ¢ o« 22 — y2

Figura 15: Los dos mecanismos que inducen una variacién de la cantidad X: izquierda: creacion en el volumen;
derecha: flujo a través de la frontera.

X = / 3z € (46)
v
Ahora nos preguntamos por los mecanismos por los cuales la cantidad X puede variar en el tiempo
dX 0¢
= = B = 47
a S ot (47)

Bésicamente hay dos. Puede ser que una cierta cantidad f de X se cree (o se destruya) por unidad de
volumen y de tiempo dentro del volumen de control, o bien puede ser que una cantidad de X abandone el
volumen de control a través de su frontera 6V (ver fig. (15)).

El primer mecanismo produce un cambio en X de

dX, = / d*z fdt (48)
|4

Podemos imaginar dos maneras en que X se intercambie a través de JV. Podria ser que haya particulas
atravesando la frontera, y que transporten cada una una cantidad de X, o bien otro mecanismo que no
involucre el transporte de particulas.

Supongamos un elemento de drea dA en la frontera V. El elemento de area estd caracterizado por su
magnitud dA y por la normal n exterior a V. Para que una particula con velocidad v atraviese el elemento
de area en un lapso dt, debe estar ubicada a una distancia no mayor que n - vdt de la frontera, ya que n - v
es la componente de la velocidad en la direccién a la frontera (ver fig. (16)). Si n-v > 0 la particula sale de
V', y en caso contrario entra en V.

Todo el volumen dA n - vdt es transportado dentro o fuera de V en el lapso dt, y por lo tanto el cambio
neto en X es

11



Figura 16: El delfin se mueve con velocidad v, pero su velocidad normal a la superficie es n - v. Para poder
salir del agua en un intervalo dt debe hallarse a una profundidad no mayor que n - v dt.

v(x) v(x+L)

X x+L

Figura 17: El teorema de Gauss en una dimensiéon. Consideramos la variaciéon en la cantidad de fluido
comprendida entre las posiciones x y x + L en un cilindro de area transversa A. El fluido que entra por la
tapa en z es v (x) p (z) Adt. El fluido que sale por la tapa en  + L es v (z + L) p (x + L) Adt. Por lo tanto
la variacién neta en la masa de fluido es Adt (v (z)p(z) —v(x+ L)p(z+ L)) = —Adt f;+L dx %

dXs = — / dA v &t (49)
ov

que por el Teorema de Gauss” (ver fig. (17)) se puede convertir en una integral de volumen

dXy = — /V d*x V- (&v)dt (50)

Finalmente, asumimos que la variacién de X debida a otras acciones en la frontera también es extensiva,
y por lo tanto se puede escribir como la suma de las variaciones por unidad de tiempo en cada elemento de
area

dX3:/ dA -j dt (51)
oV

que también se puede convertir en una integral de volumen por el teorema de Gauss.
En resumen, en un lapso dt tenemos dX = dX; + dX2 + dX3, y dividiendo ambos términos por dt,
finalmente

/dgm{%+v-(§v)—f—v~j}:0 (52)
v ot
y como el volumen de control es arbitrario, obtenemos la ecuacién de conservacion

0

a—§+V-(§v):f+V-j (53)

Es fécil ver que si ponemos £ = p, f = j = 0, recuperamos la ecuacién de continuidad (20).

La otra ley de conservacion que nos interesa es la del impulso. También existen leyes de conservacién
para el impulso angular y para la energia. Esta tltima es un poco méas complicada, ya que implica introducir
elementos de termodindamica, que discutiremos en un apéndice.

"Llamado asf por Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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Figura 18: Cada una de las componentes (ps,py,p.) del momento transmitido a través de un elemento de
superficie en un intervalo dt es proporcional al drea dA, al lapso dt, y una combinacién lineal de las tres
componentes de la normal (nz,ny,n). Estas tres combinaciones lineales se pueden escribir como una tnica
ecuacién matricial p/ = —dA dt T7*n,.

4.1. Conservacion del impulso

La ley de conservacién del impulso sigue el esquema que hemos discutido, excepto que la cantidad £ es
ahora de caracter vectorial. Efectivamente, el impulso total en un elemento de volumen d®z es dp = pvd>z.

Por eso, cuando hablamos de la cantidad de impulso que atraviesa un elemento de area dA, tenemos
que discriminar de qué componente del impulso estamos hablando. En general, la cantidad de impulso en la
direccién j que atraviesa el elemento de 4rea dA por unidad de tiempo se puede escribir como —dA n,T7*dt.
Puesto que tanto el impulso como n son cantidades vectoriales, T% es un tensor (ver fig. (18)).

El tensor T77F tiene una parte debida al transporte, que por analogfa con el £v de la discusién previa
podemos escribir como

Tt];"kansporte = (pvj) Uk (54)

Pero ademas, el impulso de un elemento de fluido cambia debido a la accién de fuerzas sobre ese elemento.
Las fuerzas externas las vamos a contabilizar dentro del término de creacién f. Respecto de las fuerzas
internas, vamos a asumir que son de corto alcance, centrales, y que obedecen el principio de accién y
reaccion. Entonces las fuerzas entre elementos de fluido en el interior del volumen de control no aportan al
cambio total en el impulso, y sélo debemos ocuparnos de las fuerzas actuando sobre la frontera V.

Estas fuerzas las vamos a clasificar por el momento en dos clases: las fuerzas de presién, y todas las
demss. La fuerza de presién obedece el Principio de Pascal®: la fuerza de presién sobre el elemento de area
dA tiene la direccién de la normal n. Para que ésto sea posible debe ser

Jjk _ Gk
Tpresion =P & (55)
Como este tensor es idéntico a si mismo cualquiera sean los ejes coordenados, decimos que la presién es
isdtropa (ver fig. (19)).
Finalmente, reunimos todas las otras fuerzas entre particulas en un tensor de esfuerzos

Tg‘t]j‘as fuerzas internas Tjk (56)
De este modo, la ley de conservacién del impulso resulta
O i O 1 vk 4 psik o k] _ fi
P +W[pvv +pd* +7F) = f (57)

O, desarrollando la primer derivada y usando la ley de conservacion para p

8Llamado asi por Blaise Pascal (1623-1662).

13



Figura 19: Principio de Pascal: la fuerza de presién sobre un elemento de superficie es siempre en la direccién
de la normal a ese elemento.

Figura 20: La energfa potencial es V' = mgz. El potencial gravitatorio es la energfa por unidad de masa
P =gz, y VO =gK

En el caso més general, la fuerza externa f es simplemente el peso del fluido, f = —pV®, donde P es el
potencial gravitatorio (ver fig. (20)).

Decimos que un fluido es ideal si 77¥ = 0. Para un fluido ideal sujeto a su propio peso, la ecuacién (60)
se convierte en la ecuacidn de Euler (ver fig. (21)).

O D Lop o

o’ e T o, oak (59)
4.2. Conservacién del impulso angular

Para simplicar la discusién, supongamos que no hay fuerzas externas, f = 0. Como estamos suponiendo
que las fuerzas entre particulas son centrales, el impulso angular debe conservarse. Ademads, vamos a suponer

Figura 21: Leonhardt Euler (1707-1783)

14
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Figura 22: El momento angular siempre se puede descomponer en el momento debido a la traslacién del
centro de masa y el momento debido al movimiento alrededor del centro de masa. Pero si las particulas que
componen el fluido no tienen un momento angular intrinseco, el momento angular alrededor del centro de
masa es despreciable, porque tiende a cero mas rapido que el volumen del elemento de fluido.

que las particulas no tienen spin o momento angular intrinseco. Por lo tanto, su momento angular proviene
exclusivamente de su movimiento en el espacio.

El momento angular de las particulas comprendidas en un elemento de volumen d>2 puede descomponerse
en el momento angular del centro de masa y el momento angular respecto del centro de masa, lo que es un
corolario del Teorema de Steiner®. Pero este tltimo

Lo :/ 3z p(x —xcar) X (V—venr) (60)

es un infinitésimo de orden superior a d3x y por lo tanto despreciable (ver fig. (22)).

En consecuencia, la densidad de momento angular es j = p x X v. Como no estamos considerando la
posibilidad de fuerzas externas, la variacion de momento angular sélo puede deberse a transporte o al torque
de las fuerzas que actiian sobre el borde del volumen de control. Por lo tanto

aj° iy
/ Be 2 = / da e”kxj {—pvkvml — png — Tkml} (61)
1% ot %
Usando el teorema de Gauss y la arbitrariedad del volumen de control obtenemos

ik, o 9 ik 1
ePx;p €Ty, (62)

ox!

3 o ..
ijk,. . _ ijk,. . l
— |peTx v | = — =€z pvpv’ — —
gy e wiv] = =g e teip DaF
Eliminando términos que se cancelan por simetria, encontramos que

y 0 0 0 0 y
ijk _ ijk
€L | = pUk + == POV + =P+ =Tkl | = —€7 TK 63
i’ art” 9P T 9l (63)
Pero el lado izquierdo se anula en virtud de la conservacién del momento lineal, (59). Por lo tanto, en
ausencia de momento angular intrinseco, el tensor de esfuerzos 77* debe ser simétrico.

4.3. Conservacion de la energia

La energia de un elemento de fluido se compone de la energia asociada a la traslacién del centro de masa
y de la energia interna u

1
€= §pv2 +u (64)

En ausencia de otras fuerzas externas, la energfa interna puede variar por a) transporte de energia por
el movimiento del fluido, b) el trabajo asociado a cambios de volumen, ¢) el calor que fluye hacia o desde el
elemento de volumen, o d) el calor generado por fuerzas de friccién al interior del elemento de volumen.

9Por Jakob Steiner (1796-1863)
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Como ya hemos visto, la variacion del volumen por unidad de tiempo estd dada por la divergencia del
campo de velocidades V - v. El trabajo asociado al cambio de volumen es w = pV - v.
Para describir el transporte de calor introducimos un vector flujo de calor q, de manera que la cantidad
de calor que atraviesa un elemento de drea dA por unidad de tiempo en la direccién de la normal es dA - q.
Como veremos més adelante, el calor generado por las fuerzas de friccién es 7;;5v; ;.
Reuniendo todos estos términos, la ecuaciéon de conservacién para la energia interna es
ok gk ik OVi
at ' Oxk Pouk T oak T T ak
En el apéndice damos una deduccion mas detallada de esta féormula.

(65)

5. Acerca de la literatura

La referencia primaria para este curso es el tomo VI del Curso de Fisica Tedrica de Landau y Lifshitz
[1]. Los libros de Kambe [2], Cohen y Kundu [3] y Falkovich [4] son buenas referencias que tienen la ventaja
de ser mds modernos. Las notas del Prof. Fernando Minotti cubren la mayor parte del curso [5].

Apéndice: Deduccién de la ecuacion de conservacion de la energia

Esta seccién asume conocimientos de termodindmica. Esté basada en [6].

Por simplicidad vamos a considerar un fluido sin fuerzas externas ni fuerzas de largo alcance. La termo-
dindmica del sistema estd descripta por cinco variables extensivas, el volumen V', el nimero de particulas N
(si todas las particulas tienen la misma masa m, el nimero de particulas N y la masa M = mN conllevan la
misma informacién), el impulso total P, la energfa F y la entropia S. Estas variables estdn vinculadas entre
si por la Primera Ley de la Termodinamica

TdS = dE + pdV — udN — v - dP (66)

donde T es la temperatura, p es la presion, u es el potencial quimico y v es la velocidad del centro de
masa. El hecho de que todas las variables (S, E,V, N,P) escalan de la misma manera con el tamarnio del
sistema, mientras que las variables intensivas (T, p, 1, v) son independientes de la escala, nos permite escribir
TS=E+pV —uN—-v-P (67)

Diferenciando esta identidad y substrayendo la Primera Ley (68) obtenemos la ecuacién de Gibbs-Duhem

Ndy = —SdT + Vdp — P - dv (68)

En vez de estudiar la termodindmica del fluido en su conjunto, podemos analizar un elemento de volumen
dV. Entonces S = sdV, E = edV, N =ndV y P = pdV. p es la densidad de impulso, que ya sabemos es
p = mnv. Entonces la ecuacién (69) se convierte en

Ts=¢e+p— pun —mnv? (69)
La Primera Ley
Tds = de — pdn — v - dp (70)
y la ecuacién de Gibbs-Duhem
ndpy = —sdI' +dp—p-dv (71)

€, n, py s obedecen leyes de conservacién del tipo

on 0 &

o "o =0
ap' 9 i,k ik k] _
e +8m’f [mnvv +0p+T } = 0

16



de 0
ot = Ox*

0s 0
2 b e ot

[(e+p)v"+5* = 0

o (72)

No conocemos la forma del tensor de esfuerzos 77* ni de las corrientes j* y j¥. La inclusién de la presién
en la ecuacion para la energia da cuenta del trabajo de las fuerzas de presién ante un cambio de volumen.
La Segunda Ley afirma que la creacion de entropia o es no negativa,

o>0 (73)
Ahora, por la ecuacién (72), podemos escribir
s 9 k 9 i,k ik ik
il { [(e+p)v* +5*] — ot = vig [mnv'o® 4 6% p + 7]
9 ok Loy ik ik
= g = g { U~ e o)
1 0T ;
— Tzak{Tsv + 5% —okp — vt k}

L op e 10w
T Ox* T Ox*
Utilizamos la ecuacién de Gibbs-Duhem (73) para eliminar las derivadas de p

a:—ws'[} _M{T [] — T } _ﬁw{] — U;T }—* T (75)

q* = j* —v;7%* es la parte del flujo de energfa que no se debe al trabajo de las fuerzas entre particulas, y
por lo tanto puede interpretarse como un flujo de calor. Comparando con el modelo de ley de conservacion,
identificamos

[mnvivk +6%p + Tik] (74)

o 4
]S T
10T 10v

T Ox* 9 T oxk

Maés adelante en el curso vamos a explorar las consecuencias de la positividad de o. Por ahora, observamos
que el hecho de que el término Tik’UiJc sea parte de la creacion de entropia justifica asociarlo con el concepto
de friccién, como hicimos en el texto.

Para concluir, la ley de conservacién de la energia resulta

Oe 0

k ik k] _
aﬁ-w[(e—i—p)v + v T —|—q]—0 (77)
Es habitual escribir
1 2
€= imnv +u (78)
donde u es la energia interna, y
Loy
p=—5mv + pur (79)

De esa forma podemos eliminar v de las ecuaciones, ya que

Ts = u+p—purn
Tds = du— ppdn
ndpur = —sdI'+dp (80)

y reemplazando en la ecuacién (79) obtenemos la ecuacién (67).
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