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Problema 3
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Se tienen dos liquidos ideales e incompresibles en contacto, bajo la accidn de la gravedad g (en la

i

direccion Z).
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Considere perturbaciones de amplitud pequena (ondas de gravedad) al estado de equilibrio, que se
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propagan en la direccién & y con simetria en 3. El liquido superior tiene densidad g’ y altura infinita.
El liquido inferior tiene densidad p (con p = p') v profundidad h.

a) Obtenga la relacién de dispersion w = w(k) para las ondas de gravedad.
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b) Encuentre la expresién explicita de la superficie de contacto entre los liquidos, { = ((r, t) para un

T

1nico valor de k.
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:‘L:,E] c} Obtenga las componentes de la velocidad w.(r, z.t) v u.(x, z. ). %::E
s
== o Los fluidos son incompresibles e =
= Reglon ! irrotacionales — sus potenciales =
= p’ L de velocidad satisfacen Laplace: =
= Z‘Z(X’t) e
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5 V2¢/ = O y v2¢ F= 0 LE‘EE
e Proponemos: H
P ¢ (x,2,t) = f1(z) cos(kxr — wt) =

—
L Qb(xa <, t) T fQ(Z) COS(]fZE 553 Wt) =
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Teniamos: | ®'(7, 2,t) = f1(2) cos(kx — wt)
d(x, z,t) = fa(z) cos(kx — wt)

(1) En z=—h tenemos un contorno solido, la componente vertical de la
velocidad se anula:

= kC ek + kDe %" = 0 — | D = Q&%+

z=—h

(2) En el fluido superior, tenemos que h- o . Pedimos que:

Jim 6 (z) =0 = I
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(3) Continuidad de la velocidad en la interfaz:
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— 8;‘12’,} — (0 Recordemos de donde salia...




(4) Recordemos de ddénde salia la condicion de continuidad de la presion en la
inferfaz de los dos liquidos. Planteo Bernoulli:

¢—|— +gz—0:p——p( —|—gz)
8¢+ —|—gz-0:p-—p<ﬁ+gz)

Igualo presiones en la interfase: p (% = gz) . =i (%ﬁ/ 23 gz)
e

v4=14
Derivo esta expresion respecto al tiempo y aproximo:

O = lez:C = az¢|z:g BT az¢/|z=§

0¢ - oZpi S .
[g(p—p)a—+p8t2—p o | =
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a¢ 62¢ 32¢/
g(p—1p") g i Poraoie p 512 o En nuestro caso...
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Meto lo que me quedo en un sistema matricial y resuelvo el determinante.
Teniamos:

A=C(1 ="

(g (p — p') (—KC + kCe®*P) — pu?C(1 + e2F1) + p'w? A] = 0

N 1 —1 + e2kh N 0
A pw? glp o b (] ) G

det{M} = gk (p — p) (=1 + ") — pu?(1 + &%) + (plw? — plus?e?™
—s (- pl R (| ) O

gk (p — p) (=1 + e2Fh) - gk (p — p') sinh(kh) i

- (p’(l — e2kh) — p(1 + e2kh)> (p’ sinh(kh) + pcosh(kh))
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(b) La interfaz liquido-liquido {(x, t) la podemos obtener despejando
directamente de la igualdad de las presiones:
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e (p(l S erh’)> sin(kr — wt)

(pr’(l Ll e p’wA) sin(kx — wt)
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(c) Calcule las velocidades:
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= Problema 2
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Considere un fluido ideal v plano en el semiplano superior, en presencia de un contorno solido en =

y = (). El flujo estacionario esta dado por: -
. . ;

U si y > 2a -

)

Uly) = l U (5 - l}l 51 a<y<a : o
(0 51
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st D<y<a

RN i { LU N §
B T T o I L T o T 1T ST P e iy

1l 1...I..LL.;
LT

donde U v a son datos del problema.
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a) Analice la estabilidad del flujo, tenga en cuenta qué condicion impone la presencia del contorno
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solido sobre la funcidn corriente de la perturbacion. En particular encuentre una expresion que sea

funcion exclusivamente de ka cuvo signo caracterice la estabilidad del flujo.
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= b) A partir de lo obtenido en a) trate de determinar si una perturbacion con & = 1/a produce =
—— . . R -
= —ri inestabilidades en el flujo. E=
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La ecuacion de Rayleigh original era:
[Uy)-el(f"(y) —k*f(y) —U" () f(y) =0

Pero como U(y) es lineal a trozos, el
segundo término no contribuye y tenemos:

" (y) — k% f(y) = 0, cuya solucion es: f(y)=Ae~
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Tenemos 3 regiones con dos constantes c/u:
Ae =R LBl Ligityi= g

Ce=* + Debv  sia < Y120
Ee ™ 4+ FefY si0<y<a

¢, Cuantas condiciones de
contorno necesitamos?

Condiciones de contorno:

e lera condicion: Perturbacion local

fy) >0 eny—> 400 = |B=0

e 2nda condicién (continuidad de la presién en las dos interfaces):

AU (y)f(y) — Uy) — ) f (y)] ly=2a= 0
AU (y)f(y) — (U(y) — ) f W)] ly=a= 0

* 3era condicidn (continuidad de la velocidad en las dos interfaces):

- [U(J;()y) ] e [U(l;gy)— ] s

e 4ta condicion (contorno solido):

Imw 0,1)] —Im[f(y—()) ] i = f(y—O) ==
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Up(£—1) si a<y<2a % sta<y<2a
0 S R Gt 1 ) 1 si0<y<a

Planteamos la interfaz superior (y=2a):

(1) AU () f(y) — (Uy) — ) f' (W)] ly=2a= 0
Uo

(Ce=2k 4 De?*) — (Uy — c)k(—Ce ™2k + De?*?)
0

— (Up — ) (k) Ae~%*e =

Ak(Uy — c)e=2ke = Ce—2ke (% + (Up — c)k) HE e (
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Up(£—1) si a<y<2a @ Dl sig <y < 2a
0 si 0O<y<a e i Fe 510wy <a
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Ahora planteamos la interfaz inferior (y=a):

@ AU () f(y) — (Uy) = )f' y)] ly=a= 0

%(5’6_’“@ +De*) (02 o)kl —Ce e Dt e (—E_k’“ + Feka)
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Ce (% = Ck) i Pk (% + ck) = —Ekc (e 7" + &)
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( k(Up = c)e ka1 —e=2ka (% + (Up — c)k) ok ( -

e—2ka _e—2ka

0 e ka (— — ck)
a
\ 0 e—ka

Planteamos que el determinante se anule:

o)

Tip: simplificar al maximo esta expresion, no mandarse a hacer
distributiva directo. Saquemos de factor comun los términos de color.







a

(e’“‘ sinh(ka)@ — ck) {ck(e_‘”m — 1) — kUge=%2 + kUq +

Uog
a

U

a

=i ( e—k:a Sinh(k’a)zo = Ck) [—ck(l 4. 64]%) i k‘Uo e kaeélka o

Resolvemos la cuadratica y despejamos c=f(k).
Si Im(c) # 0 para algun k- el flujo es inestable para ese k.

Veamos el caso particular de k=1/a.
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cel sinh()p(e-% = 1) = pinblfie i Petamhid e L = Z (e - 1)
+ —ce Lsinh(1)Up(1 + e*) + e L sinh(1)UZ + (1 4+ e*) — cUy =0
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Término cuadratico: c*(2sinh(4) +2) = | A = 2sinh(4) + 2 ~ 56, 58
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Término lineal: c [2 sinh(1)Uy ( cosh(3) — cosh(l)) e 3U0}

et e 2sinh(1)U0(cosh(3) = cosh(l)) + Uge™ — 3Uy ~ 17,050,

Término constante: | C' = —sinh(1)Uge > + 2e' sinh(1)Ug + e~ ' sinh(1)Ug ~ 6, 76U
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