
Estructura de la Materia I - 1º cuatrimestre 2024

Práctica 0

1. Se utilizará el tensor isótropo de segundo orden δij , llamado delta de Krönecker, que se
define como:

δij =

{
1 si i = j

0 si i ̸= j

con 1 ≤ i, j ≤ 3

También se define el pseudotensor isótropo de tercer orden ϵijk, llamado pseudotensor
(por cambiar el signo global ante un cambio de sistema de coordenadas ortogonal, pero
que incluye un número impar de reflexiones de sus ejes) o densidad tensorial de Levi-Civita,
como:

ϵijk =


1 si {i, j, k} forman una permutación par de la terna{1, 2, 3}
−1 si {i, j, k} forman una permutación impar de la terna{1, 2, 3}
0 si por lo menos dos ı́ndices son iguales

con 1 ≤ i, j, k ≤ 3

(a) Visualice gráficamente en un gráfico 3-D esta densidad tensorial. ¿Cuántos elementos
tiene?

(b) Comprobar la identidad:

ϵijkϵpqr =

∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir
δjp δjq δjr
δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣
(la prueba puede parecer no formal, OK no importa: hay que pensar un poco)

(c) Verificar que:

i. ϵijkϵirs = δjrδks − δjsδkr

ii. ϵijkϵpqk = δipδjq − δiqδjp

iii. ϵijkϵijl = 2δkl

iv. ϵijkϵijk = 6

v. δmnδmn = 3

(d) Si êi (i = 1, 2, 3) es una terna de versores ortogonales, verificar que:

i. A×B = ϵijkAjBkêi

ii. ∇×C = ϵijk
∂Ck
∂xj

êi

2. Demostrar que todo tensor de segundo orden σij se puede descomponer como:

σij = σIij + σSij + σAij

donde:

• σIij = λδij es un tensor isótropo.

• σSij es un tensor simétrico de traza nula.

• σAij es un tensor antisimétrico.

3. Sean u, v, w y s cuatro vectores, ψ y ϕ dos funciones escalares. Utilizando notación indicial,
verificar las siguientes identidades:
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i) u · (v ×w) = v · (w × u) = w · (u× v) (regla ćıclica del producto mixto)

ii) u× (v ×w) = v(u ·w)−w(u · v) (reemplazando C = w, B = v, A = u, es la regla
”BACAS” menos CABALLOS)

iii) (u× v) · (w × s) = (u ·w)(v · s)− (u · s)(v ·w)

iv) ∇ · r = 3 (r = (x, y, z))

v) ∇× r = 0

vi) ∇r = r
r

vii) ∇1
r = − r

r3

viii) ∇×∇ψ = 0

ix) ∇ · (∇× u) = 0

x) ∇2ψ = ∇ · ∇ψ
xi) ∇2(ϕψ) = ϕ(∇2ψ) + ψ(∇2ϕ) + 2∇ϕ · ∇ψ
xii) ∇(ϕψ) = ϕ∇ψ + ψ∇ϕ
xiii) ∇ · (u× v) = v · (∇× u)− u · (∇× v)

xiv) ∇ · (ϕu) = ϕ∇ · u+ u · ∇ϕ
xv) ∇× (ϕu) = ϕ∇× u+∇ϕ× u

xvi) ∇× (u× v) = u(∇ · v)− v(∇ · u) + (v · ∇)u− (u · ∇)v

xvii) ∇(u · v) = (u · ∇)v + (v · ∇)u+ u× (∇× v) + v × (∇× u)

xviii) ∇2u = ∇(∇ · u)−∇× (∇× u)

xix) (u · ∇)u = 1
2∇(u · u)− u× (∇× u)
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Práctica 1

1. Se tiene un campo de velocidades que escrito en variables eulerianas es: v1 = v2 = 0,
v3 = f(x3), t ≥ 0, x3 ≥ 0.

Encuentre la descripción lagrangiana de este movimiento. Luego apĺıquelo al caso especial
de la cáıda de agua en una cascada.

2. La temperatura en un túnel viene dada por:

T = T0 − αe−x/L sin
2πt

τ

donde T0, α, L y τ son constantes positivas. Una part́ıcula se mueve en el túnel con
velocidad constante U .

(a) Hallar la variación de temperatura por unidad de tiempo que experimenta la part́ıcula
bajo una descripción euleriana. Graficar la temperatura para instantes próximos e
interpretar geométricamente las componentes de la derivada total.

(b) Idem que a), pero desde una descripción lagrangiana. ¿Coinciden las dos descripciones
realizadas?

3. Hallar las trayectorias, las ĺıneas de corriente y de traza correspondientes a los siguientes
campos de velocidades:

(a) Una corriente uniforme.

(b) Una fuente lineal de caudal constante.

(c) Un torbellino de circulación constante.

(d) Una fuente lineal de caudal constante superpuesta a una corriente uniforme cuya
velocidad aumenta linealmente con el tiempo.

(e) Una corriente uniforme constante superpuesta a otra corriente uniforme, ortogonal a
la primera, pero cuya velocidad es armónica.

4. Determine las ĺıneas de corriente, las trayectorias y las ĺıneas de traza correspondientes al
campo de velocidades bidimensional:

ux(x, y, t) =
αx

1 + βt
, uy(x, y, t) = c

Grafique las distintas ĺıneas en dos casos distintos, tomando para ello β = α y α = 2β.

5. Una esfera de radio R0 en t = 0 se expande para t > 0 en el seno de un fluido incompresible,
inicialmente en reposo, de acuerdo a la ley R = R(t). Encuentre el campo de velocidades
vr(r, t) para t > 0 y r > R(t).

6. Calcular las deformaciones longitudinales, de corte y volumétricas para los flujos del prob-
lema 3.

7. Mostrar que para un fluido rotante con velocidad angular Ω, la vorticidad es: ω = 2Ω.

8. Calcular la vorticidad de los siguientes campos de velocidades y graficarlos:

(a) vθ = v0(1− rt
R ),

(b) vθ =
Γ

2πr ,

(c) vθ =
Γ

2πr

(
1− e−r2/(4vt)

)
,
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(d) vx = vx0

y
h ,

9. Utilizando los teoremas de Gauss o de Stokes, según corresponda, determinar:

(a) El campo de velocidades con simetŕıa esférica, cuya divergencia es constante.

(b) El campo de velocidades con simetŕıa ciĺındrica, con sólo componente azimutal, que
verifica que su rotor es un vector constante en la dirección z.

(c) Idem b) pero ahora el flujo de su rotor, a través de cualquier superficie abierta que
se apoya sobre el plano (x, y) y contiene al origen, es el mismo.
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Práctica 2: Ecuación Indefinida - Ecuación de Euler - Hidrostática

1. Notación: Para los siguientes problemas, considere la ecuación indefinida en coordenadas
cartesianas:

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

+ ρfx = ρax

∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

+ ρfy = ρay

∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

+ ρfz = ρaz

donde σ es el campo tensorial de esfuerzos del medio continuo, a el campo de aceleraciones,
f el campo de fuerzas externas por unidad de masa y ρ la densidad de masa del medio.
Entonces:

Considerando que el medio continuo es un sólido de densidad uniforme ρ en forma de
paraleleṕıpedo, donde un punto cualquiera se designa por (X,Y, Z), con 0 ≤ X ≤ a,
0 ≤ Y ≤ b, y 0 ≤ Z ≤ c.

El cuerpo se traslada en la dirección z, de manera que cada punto del cuerpo tiene coor-
denadas x = X, y = Y , z = Z + α(t).

El campo de fuerzas externas es el de la gravedad f = (0, 0, g) y existen también fuerzas
aplicadas sobre las caras Z = 0 y Z = c, dadas respectivamente por (0, 0, F0(t)) y
(0, 0, Fc(t)), que son uniformes sobre las caras correspondientes; no hay fuerzas aplicadas
en las caras X = 0, X = a, Y = 0, Y = b.

Usando las condiciones sobre las caras laterales, muestre que en todo punto del cuerpo es
σxx = σyy = σxy = σxz = σyz = 0, y que la ecuación de movimiento es ∂σZZ

∂Z = ρ0(α̈ − g).
Resuelva y determine la ecuación para α(t). ¿Se obtiene lo esperado?

2. Demuestre, por la conservación del momento angular, que en ausencia de cuplas de volumen
el tensor de esfuerzos debe ser simétrico, es decir, σik = σki.

3. Muestre que para un fluido en reposo sobre el cual actúan fuerzas de volumen conservativas,
la ecuación indefinida se reduce a:

(a) Si el fluido es incompresible: p
ρ +Φ = cte.

(b) Si el fluido no intercambia calor con el medio externo: H +Φ = cte.

(c) Si el fluido se mantiene a temperatura constante: G+Φ = cte.

Donde Φ es el potencial por unidad de masa del cual se derivan las fuerzas de volumen
que actúan sobre el fluido (incluidas las inerciales), p es la presión, ρ la densidad, H la
entalṕıa y G la función de Gibbs, ambas últimas por unidad de masa del fluido.

4. Taqúımetro Hidrostático

Un recipiente ciĺındrico de eje vertical, de radio R y altura 2H, inicialmente lleno hasta
la mitad con un ĺıquido incompresible, gira alrededor de su eje con velocidad angular
uniforme Ω.

(a) ¿Cuál es la forma de la superficie libre del ĺıquido?

(b) ¿Para qué velocidad angular de rotación la superficie libre empieza a tocar el fondo?

(c) ¿Para qué velocidad angular de rotación el agua empieza a desbordar, si R = 5 cm,
H = 7.5 cm, y g = 10 m/s2? Calcule el valor numérico de la frecuencia hallada.
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(d) Si el recipiente tiene las dimensiones dadas en c) y ν = 90 vueltas/minuto, grafique la
distribución de presiones sobre las paredes y sobre el fondo en los casos: i) en reposo,
ii) durante la rotación.

(e) Piense en un método que le permita medir velocidades angulares con el taqúımetro.

5. Una esfera sólida de densidad σ uniforme está apoyada sobre el desagüe de una pileta. Un
ĺıquido incompresible de densidad ρ, en equilibrio hidrostático con el ambiente, alcanza
una altura H desde el fondo de la pileta. Analice bajo qué condiciones la esfera obtura el
desagüe. Para ello:

(a) Calcule la fuerza de empuje debida al ĺıquido como función de H. (No ponga limita-
ciones sobre este parámetro ya que el ĺıquido puede o no tapar totalmente a la esfera.
Tener en cuenta ambas posibilidades)

(b) Grafique el empuje como función de H e interprete cualitativamente.

(c) Si σ = αρ, verifique que el valor mı́nimo de α para el cual se obtiene obturación para
todo H es α = 8/27.

6. Un fluido perfecto se caracteriza por la siguiente relación constitutiva: σij = −p(ρ, T )δij .

(a) Muestre que en tal caso, la ecuación de movimiento se escribe

−∂p
∂ρ

∇ρ− ∂p

∂T
∇T + ρf = ρa

(b) El comportamiento del agua a una dada temperatura se modela bien por la relación
p = K ρ−ρ0

ρ0
, donde ρ0 es la densidad en ausencia de presión y K una constante. Si el

agua se encuentra en reposo bajo el campo de fuerza externa f = (0, 0, g), determine
la distribución de presión y densidad del agua sabiendo que en z = 0 es ρ = ρ0.

(c) Repita suponiendo ahora al agua estrictamente incompresible (K → ∞). Calcule el
error que se comete al suponer al agua incompresible al determinar la densidad y la
presión de la misma a una profundidad de 1000 m. (K = 2 · 109 N/m2, ρ0 = 1000
kg/m3. Desprecie la presión en la superficie).

(d) Considere nuevamente un fluido ideal, pero esta vez un gas ideal, con ecuación de
estado ρRT

m = p, con R la constante universal de los gases y m la masa molecular
media. Muestre que si el gas está en reposo en el campo de fuerzas externas f =
(0, 0,−g), la presión a una altura z está dada por

p = p0 exp

(
−mg
R

∫ z

0

dz′

T (z′)

)
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(e) Muestre que si T depende de x, y, z, no existe solución hidrostática posible y debe
haber por lo tanto movimiento del gas.

7. Modelo Simplificado de la Atmósfera Terrestre

Halle y grafique la presión, la densidad y la temperatura de la atmósfera como función de
la altura z sobre la superficie, si se sabe que sobre ella dichas magnitudes toman los valores
p0, ρ0 y T0, respectivamente. Suponga que la Tierra es plana, la gravedad constante y
la atmósfera está en reposo, y también que el aire es un gas ideal y que la presión y la
densidad se relacionan a través de pρ−γ = cte, (cuantifique para γ = 7

5 para una atmósfera
adiabática, y γ = 1 para una atmósfera isotérmica).

8. Un cilindro similar al del problema 4, contiene una masa M de gas ideal a temperatura
constante. Hallar la distribución de la densidad de esta masa de gas ρ(z, r).

9. Estrella Autogravitante

Obtener una expresión para la distribución de presión de una estrella esférica autogravi-
tante en los casos:

(a) ρ = cte. En este caso verifique que la estrella tiene un radio finito (¿cuál es la
condición para ello?)

(b) p = Cρ6/5. Observe que en esta situación la estrella se extiende indefinidamente, pero
su masa es finita

(c) ρ = ρc(1 − βr2). Calcule la presión en el centro y muestre que si la densidad media
es el doble de la densidad en la superficie, la presión en el centro es mayor por un
factor 13

8 de la que se obtendŕıa suponiendo que la estrella tuviera densidad uniforme
con la misma masa total y el mismo radio.

El potencial autogravitatorio verifica ∇2Ψ = 4πGρ, con G la constante de gravitación de
Newton, de modo que si −ρ∇Ψ = ∇p, entonces ∇·∇p

ρ = −4πGρ es la ecuación a resolver.
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Práctica 3: Primeras Integrales de Bernoulli - Teorema de la
Cantidad de Movimiento

1. Un ĺıquido incompresible de densidad ρ fluye de manera estacionaria por el interior de un
conducto de longitud finita y de sección variable. p1, A1, h1, denotan la presión, el área y
la altura a la que se encuentra uno de los extremos del conducto mientras que p2, A2, h2,
las correspondientes al otro extremo. Las secciones A1 y A2 están localizadas en regiones
del conducto donde la sección es razonablemente uniforme, aśı que las velocidades v1 y v2
son aproximadamente uniformes sobre toda la sección y paralelas al conducto.

(a) Aplicando el teorema de Bernoulli correspondiente, y suponiendo que A1 > A2,
obtenga una expresión para el caudal en función de los datos dados en los extremos
del tubo.

(b) ¿Cuál es la condición para que exista flujo?

(c) Observe que a partir de lo hallado en a), no existe ninguna restricción acerca del
sentido de movimiento (esto lo impondŕıan las condiciones iniciales, y los detalles
constituyen un problema no estacionario). Suponga que el movimiento se da desde el
extremo 1 al 2, ¿puede haber flujo aún cuando h1 < h2?

(d) En el caso en que A1 = A2, ¿cuál es la condición para que haya flujo estacionario?

2. Un modelo simplificado de chimenea supone que en el interior de la misma hay un fluido
de densidad ρi que es calentado por una fuente de calor situada en la parte inferior,
rodeada exteriormente por una atmósfera de densidad ρ0, con ρ0 > ρi. Para una chimenea
idealizada sin fricción, encuentre la velocidad de salida u2 en términos de ρi, ρ0, g y h,
suponiendo que el flujo es estacionario.
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3. Un recipiente con una suave forma de embudo y simetŕıa axial contiene un ĺıquido incom-
presible. A t = 0 se abre la tapa inferior dejándolo fluir, mientras que al mismo tiempo
se va agregando el mismo ĺıquido por la tapa superior, de tal manera de mantener con-
stante el nivel. Cuando la inclinación de las paredes respecto de la vertical es pequeña,
(A1 = (1 + ε)A2, ε≪ 1), se puede obtener una solución aproximada del problema despre-
ciando las componentes horizontales de la velocidad. Suponga que la variación es lineal,
es decir, obtenga A(z) = A2(1 + εz/h).

(a) ¿Cuál es la velocidad de salida en la tapa inferior como función del tiempo?

(b) ¿Se llega a un régimen estacionario?

4. Un gas ideal se escapa adiabáticamente a través de un pequeño agujero en un recipiente.
Determine la velocidad de salida si la presión es p0 en el interior del recipiente y p fuera
de él.

5. Un chorro de ĺıquido incompresible de caudal Q y sección A incide sobre una placa plana.
Si el fluido puede ser considerado ideal y no actúan fuerzas externas:

(a) ¿Qué fuerza debe aplicarse sobre la placa para que ésta permanezca en equilibrio?

(b) Hallar Q1 y Q2 como función de Q y de θ.

(c) Calcule para θ = 30◦, Q = 10 litros/seg, A = 100 cm2, y ρ = 1 g/cm3.

9
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6. Este problema modela el control del caudal del agua que fluye por una manguera al obstruir
parcialmente la salida. Si se interrumpe el extremo de un tubo muy largo con una tapa
deslizante, determine el caudal Q del ĺıquido ideal e incompresible, con los datos indicados.

7. Determine la fuerza que el ĺıquido, considerado ideal, ejerce sobre una cañeŕıa muy extensa
doblada en ángulo recto, como en la figura.

8. De un tanque como el de la figura, fluye un ĺıquido incompresible hacia el exterior a
través de una embocadura situada a una profundidad h respecto de la superficie libre. La
embocadura penetra profundamente en el interior del tanque (este tipo es la llamada em-
bocadura de Borda). El tanque es lo suficientemente grande frente a la embocadura como
para que v ≈ 0 en la superficie libre durante tiempos significativos. Como consecuencia de
lo anterior, prácticamente no se registra movimiento en las paredes laterales y entonces en
esa zona la presión es la hidrostática.

(a) Muestre que la velocidad de salida es la dada por la fórmula de Torricelli.

(b) Aplicando el teorema de la cantidad de movimiento, estime la relación entre la sección
final del chorro (“vena contracta”) y el área de la embocadura. Este coeficiente se
llama coeficiente de contracción.
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9. Determine la ecuación de movimiento de las superficies de las columnas de ĺıquido de la
figura, y resuelva para las condiciones iniciales indicadas, suponiendo cero el campo de
velocidades del ĺıquido en dicho instante. Resuélvalo para el caso que la sección horizontal
sea un factor f (mayor, igual o menor que uno) de la sección de las columnas verticales.
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Práctica 4 - Fluidos Ideales Incompresibles

1. Flujos de Singularidades Elementales

Los siguientes fluidos incompresibles e ideales fluyen de tal manera que su movimiento
puede ser considerado bidimensional (2D), es decir, que existe simetŕıa de traslación según,
digamos, el eje ẑ. Determine:

a) El campo de velocidades u(x, y).

b) El rotor w(x, y) = ∇× u.

c) La función de corriente ψ y el gráfico de las ĺıneas de corriente cuando el flujo está
generado por:

i) Una corriente uniforme al infinito, de velocidad constante en módulo U que forma
un ángulo α con el eje x̂.

ii) Una distribución lineal de fuentes o sumideros de caudal ±Q, respectivamente.

iii) Un filete vorticoso o vórtice de circulación Γ.

iv) Un dipolo formado por una fuente y un sumidero de idéntico caudal (en módulo).

v) Un dipolo formado por dos vórtices de circulación Γ iguales (en módulo) y op-
uestos.

Flujos no singulares al infinito

Para las siguientes funciones de corriente ψ, calcule:

a) El campo de velocidades u(x, y).

b) Los puntos de estancamiento (aquellos puntos del plano en donde u(x, y) = 0).

c) El rotor w(x, y) = ∇× u.

d) Graficar las ĺıneas de corriente constantes (consierando a, b, c, d constantes):

i) ψ(x, y) = ay.

ii) ψ = by2.

iii) ψ = cxy.

iv) ψ = d(3x2y − y2).

2. Flujo alrededor de un Semicuerpo Bidimensional

Considere el flujo que se obtiene como superposición del flujo producido por una corriente
uniforme al infinito y una fuente puntual de caudal Q.

Hallar la función de corriente y los puntos de estancamiento. Graficar.

Tenga en cuenta que cualquier paquete de software que permite graficar en 3D posee alguna
rutina o comando que calcula ĺıneas de contorno o ContourLines. Ésa es justamente una
representación de curvas de nivel que para el caso considerado da una visualización de las
ĺıneas de corriente (l.c.), conocida. Sin embargo, el software lo único que hace es hacer
más rápido lo que se puede hacer a mano.

Para ello, paralelamente al lado mayor de una hoja, trazar ĺıneas paralelas con un espaciado
de 0.5 cm, que representan las l.c. de la corriente uniforme. Numerando las ĺıneas, eligiendo
de manera arbitraria el salto entre ellas, se está fijando el valor del módulo de la velocidad
del flujo uniforme. Cerca del medio de la hoja se elige un origen, a través del cual se
trazan las l.c. radiales que corresponden a la fuente puntual, con incrementos de (por
ejemplo) 15◦. Se numeran estas ĺıneas eligiendo arbitrariamente el salto entre ellas, lo cual
fija el caudal Q de la fuente. Finalmente, si se unen todas las intersecciones entre ĺıneas
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de corriente cuya suma sea constante, se obtienen las l.c. del flujo total. (¿por qué vale
esta suma, aśı?) De esas cuantas l.c., la que determina el semicuerpo es la que contiene al
punto de estancamiento (donde convergen cuatro). Y listo.

3. Potencial Complejo El movimiento de un fluido incompresible e irrotacional con simetŕıa
de traslación según el eje ẑ (problemas 2D), puede ser estudiado bajo el formalismo del
potencial complejo.

La hipótesis de incompresibilidad conduce a la existencia de un potencial vector que en el
caso 2D tiene solo componente ẑ, esto es A = ψ(x, y)ẑ. Éste da la relación entre el campo
de velocidades u y la función de corriente ψ:

a) Verifique que se cumple:

∇ · u = ∇ · (∇×A) = ∇ · (∇× ψk̂) = 0

y que por lo tanto:
u(x, y) = ∇ψ × k̂

con k̂ el versor en la dirección ẑ.

La condición de irrotacionalidad da la existencia de una función escalar, el potencial
de velocidades ϕ, tal que u = ∇ϕ.

b) Verifique que las funciones ϕ y ψ son armónicas y satisfacen las condiciones de
Cauchy-Riemann. Resulta inmediato utilizar un formalismo en el plano complejo,
introduciendo el Potencial Complejo w

w(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y)

con z = x+ iy.

c) Expĺıcitamente verifique que:

dw

dz
=
∂w

∂x
= −i∂w

∂y

d) Si se define una velocidad compleja ũ = ux + iuy, entonces:

dw

dz
= ũ∗

donde el asterisco indica complejo conjugado.

4. Calcular el potencial complejo de las configuraciones del problema 1

5. Flujos producidos por singularidades en presencia de contornos sólidos.
Para las siguientes configuraciones de fluidos incompresibles e irrotacionales, calcular el
potencial complejo w(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y), el potencial de velocidades ϕ, la función de
corriente ψ, el campo de velocidades y los puntos de estancamiento:

a) Una fuente (sumidero) de caudal Q (−Q) ubicada a una distancia d de un plano
infinito.

b) Idem a) pero a una distancia d de la intersección de dos planos semi-infinitos que
forman un ángulo π/2 entre ellos.

c) Idem a), entre dos planos infinitos paralelos a la misma distancia d de cada uno de
ellos.

d) Un vórtice de circulación Γ (positiva) a distancia d de un plano infinito.
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e) Un dipolo de intensidad µQ0 y ángulo α respecto al eje real (x̂) a distancia d de un
plano infinito. En particular, hágalo para α = π (el dipolo apunta hacia el plano).

f) Un dipolo de intensidad µΓ0 y ángulo α, a distancia d de un plano infinito.

Grafique cualitativamente las ĺıneas de corriente.

6. Flujo alrededor de un cilindro

La superposición del flujo producido por un dipolo de intensidad µQ0 (α = π) enfrentado
a un flujo uniforme al infinito, de velocidad Ux̂, genera un flujo que modela exactamente
el flujo externo de una corriente uniforme al infinito en presencia de un cilindro sólido.

a) Calcule el potencial complejo w(z) de la configuración.

b) Aplicando el teorema del ćırculo al problema del flujo uniforme frente al cilindro de
radio a, encuentre cuál debe ser el módulo de la intensidad del dipolo imagen y su
dirección para que el contorno |z| = a del cilindro sea una ĺınea de corriente.

c) ¿Dónde se encuentran los puntos de estancamiento?

d) Encuentre una expresión para la presión sobre el cilindro, como función del ángulo.

e) ¿Cuál es la fuerza que el fluido le ejerce al cilindro?

7. Para las configuraciones de sólidos y singularidades con simetŕıa de traslación en fluidos
ideales, incompresibles e irrotacionales que se muestran en las figuras:

(a) Haga un diagrama cualitativo de las ĺıneas de corriente.

(b) Escriba el potencial complejo

(c) Halle los puntos de estancamiento.

(d) Grafique la presión como función de la posición, para puntos del contorno sólido

8. Problema de Magnus

Aqúı Γ es una circulación atrapada. El efecto de esta circulación en el flujo es el de
simular un campo de velocidades azimutal (en ϕ) que, dada la naturaleza no viscosa del

14
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fluido ideal, no puede ser generado de otra forma. Es un vórtice centrado en el origen, con
la particularidad de que ante la aplicación del teorema del ćırculo no genera una imagen.
Por lo tanto, su efecto se considera simplemente agregando al potencial complejo de las
singularidades y sus imágenes (dadas por el teorema del ćırculo) el potencial complejo
correspondiente al de un vórtice centrado en el origen sin la aplicación del citado teorema.

9. Se tiene un cilindro infinito de radio a con circulación atrapada Γ inmerso en un fluido
incompresible e irrotacional de densidad ρ. A una distancia 2a se encuentra un dipolo de
intensidad µ0, orientado según se muestra en el siguiente gráfico. Hallar el valor de µ0
para que la fuerza sobre el cilindro sea nula.

10. Calcular la fuerza que el fluido le hace al sólido para el Problema 6

11. Calcular la fuerza que sufre el cilindro para la siguiente configuración mostrada en la
figura. Para ello, elija la aproximación a orden más bajo en el potencial complejo que da
una fuerza distinta de cero. ¿Dónde están los puntos de estancamiento?

15
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Práctica 5: Flujos unidimensionales compresibles y ondas de
choque

1. Considere un propulsor de cohete como una cámara donde se genera gas a alta presión,
con velocidad prácticamente nula, que es descargado al exterior a través de una tobera.
Si alrededor del veh́ıculo la presión puede considerarse uniforme e igual a p0, determine el
empuje que sufre el cohete aplicando el teorema del flujo de la cantidad de movimiento.
Tenga en cuenta que el propulsor presenta dos superficies; la externa en contacto con la
atmósfera a presión p0, y la interna (cámara de combustible y tobera) en contacto con los
gases de la combustión. En particular, muestre que el empuje es máximo si la tobera es
adaptada; esto es, si la presión de los gases en el área de salida de la tobera es igual a la
presión externa p0.

2. La cámara de combustión de un cohete produce G kilogramos por segundo de gas a alta
temperatura T ∗ (puede considerarse el gas como perfecto con exponente γ, y despreciarse
la enerǵıa cinética con que es inyectado en la cámara). Si la tobera de descarga tiene un
cuello de área Amin, determine la presión que soporta la cámara de combustión. Suponga
que la presión externa es suficientemente baja, menor que pcŕıt. Calcule el empuje para el
caso de ser la tobera adaptada.

3. Determine la forma de una tobera cuya sección de entrada es A0, y en la que ingresa un gas
ideal de exponente γ con número de Mach M0, para que, en régimen adaptado, alcance un
número de Mach Ms a la salida. Grafique cualitativamente para todos los casos posibles:
subsónico-supersónico, supersónico-subsónico, subsónico-subsónico con M0 < Ms, y lo
mismo con M0 > Ms, supersónico-supersónico con M0 < Ms, y lo mismo con M0 > Ms.

4. Un avión supersónico se mueve a 3000 km/h a través del aire, a una altura en la que la
presión vale 0.5 atm, y la temperatura es de 270 K. Si se forma un choque normal en
el frente del avión, ¿cuál es la temperatura y cuál la presión inmediatamente detrás del
choque?

5. A través de un tubo de área constante fluye aire a 300 K de temperatura, presión 1 atm
y velocidad 60 m/s. Súbitamente se cierra una válvula, con lo que una onda de choque se
propaga corriente arriba. Calcule la velocidad del frente de choque respecto del tubo y la
presión y temperatura del aire detrás de dicho frente.

6. En aire quieto a presión p0 y temperatura T0 se propaga una onda de choque con número
de Mach M . Dicha onda incide normalmente sobre una pared ŕıgida plana y rebota sobre
ella. Determine el estado del aire inmediatamente detrás del choque reflejado (aire entre
la pared y el choque reflejado).

7. Una cuña de semiapertura α se mueve en su plano de simetŕıa con número de MachM > 1
en aire quieto a presión p0 y temperatura T0. En el sistema que se mueve con la cuña
se establece de cada lado de ella un choque obĺıcuo estacionario que ajusta la velocidad
incidente a ser paralela a las paredes de la cuña. Determine el ángulo que forman estos
choques con la dirección de movimiento.
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Práctica 6 - Flujos Viscosos

A) Flujos en régimen estacionario

1. Considere el caso del flujo estacionario de un fluido viscoso de alta simetŕıa con viscosidad
dinámica µ y densidad ρ constantes, cuyo campo de velocidades u es una función de la
coordenada transversal al movimiento. Para fijar ideas, sea u = u(x)x̂, y no depende de
la coordenada z, debido a la simetŕıa en esa dirección.

a) Demuestre que en estas condiciones el término convectivo 0 ≡ u · ∇u = u∂u
∂x .

b) Encuentre el campo de velocidades cuando el fluido es “movido” por las siguientes
condiciones de contorno:

• Simetŕıa cartesiana:

i) Dos planos infinitos separados una distancia d limitan el movimiento del
fluido, el plano inferior en reposo y el superior se desplaza con una velocidad
U constante, en la dirección x.

ii) Idéntico a i), pero ahora el movimiento se establece por la existencia de un
gradiente de presiones constante e igual a p

∆ , siendo l una distancia t́ıpica de
variación de las presiones, p1 y p2 medidas como indica la figura.

• Simetŕıa ciĺındrica:

iii) (Flujo de Poiseuille) El fluido se desplaza en el interior de un conducto perfec-
tamente ciĺındrico de radio a, siendo su movimiento establecido por el mismo
gradiente de presiones constante como en ii).

c) Para todos los casos considerados, calcule el esfuerzo viscoso sobre el contorno
sólido. Utilice las expresiones apropiadas dadas en la fotocopia anexa.

2. Una capa de ĺıquido muy viscoso fluye bajo la acción de la gravedad sobre un plano
inclinado que forma un ángulo θ con la horizontal.

a) Suponiendo que el espesor de la capa de fluido d es uniforme y que el fenómeno es
estacionario, halle la velocidad del ĺıquido como función de la distancia normal al
plano.

b) Determine la relación entre la velocidad promedio y la velocidad máxima.

c) Calcule el caudal másico por unidad de ancho del plano.
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3. Resuelva como en el problema 1 pero ahora considerando el caso en que dos fluidos de
densidades y viscosidades dinámicas µ1, µ2 y ρ1, ρ2, se encuentran uno por encima del
otro.

4. (a) Para las configuraciones de ĺıquidos viscosos (ρ, µ) que se indican a continuación, halle
una solución laminar y estacionaria para el campo de velocidades.

(b) Para cada configuración, realice el análisis dimensional de la magnitud que se indica
y compruébelo luego por cálculo anaĺıtico.

19



Estructura de la Materia I - 1º cuatrimestre 2024

5. Mediante el análisis dimensional, demuestre que la cantidad de masa de fluido que pasa
por unidad de tiempo (el caudal Q, llamado descarga) a través de un conducto de sección
circular como en el flujo de Poiseuille, depende de la potencia cuarta del radio del conducto.
Además, vea que es proporcional al gradiente de presiones entre los extremos del tubo e
inversamente proporcional a la viscosidad cinemática, y la constante de proporcionalidad
es justamente π

8 .

6. Considere el movimiento estacionario de una esfera sólida de masa m y de diámetro D
en el seno de un ĺıquido viscoso en reposo de parámetros (ρ, µ). La esfera se mueve con
velocidad constante −u en la dirección x̂ y para que el movimiento pueda ser considerado
estacionario debe describirse desde un sistema inercial fijo a la esfera; desde alĺı, el fluido
se desplaza con velocidad u. Imaǵınese que el fluido “arrastra” a la esfera y es esa fuerza
de arrastre (“Drag”) la que se quiere analizar.

a) Estime mediante el análisis dimensional la forma funcional de la fuerza que el fluido
ejerce a la esfera, en los casos de velocidades “muy bajas” o “muy altas”, es decir,
cuando el número de Reynolds Re = lU

ν es muy pequeño, Re ≪ 1, o en el otro
ĺımite, muy grande, Re ≫ 1. (Aqúı U es una velocidad caracteŕıstica del problema,
mientras que l representa una escala caracteŕıstica de longitudes, y ν = µ

ρ es la
viscosidad cinemática).

b) Con lo obtenido en a), encuentre ahora las expresiones correspondientes a la velocidad
ĺımite que alcanza la esfera cayendo bajo la acción de la gravedad en el seno del fluido.
Observe que la fuerza obtenida en el inciso a) no depende únicamente del número de
Reynolds, ya que la gravedad es importante en este caso, entonces el otro número
adimensional que interviene en la fuerza es el número de Froude Fr = U2

Lg .

c) Considere por un momento el caso de un flujo no estacionario en donde además de
los parámetros y variables como en el inciso a) (esto es U , l, ν, es decir Re) interviene
un tiempo caracteŕıstico τ , que determina la tasa de variación del flujo, que podŕıa
ser, por ejemplo, el peŕıodo de una oscilación que realice el cuerpo. Entonces vea que
las dos cantidades adimensionales que pueden formarse son: el número de Reynolds
y el de Strouhal St = Uτ

l .

B) Flujos en régimen no estacionario

Cuando en un problema particular no se está interesado en la forma o manera de gen-
eración de un flujo a tiempos cortos, determinado en general por las condiciones iniciales,
uno tiende a pensar que existirá un dominio temporal para el cual se alcance un régimen
estacionario. (Es claro que a menos de considerar turbulencia ni la generación de inesta-
bilidades).

Sin embargo, existen reǵımenes dependientes del tiempo (luego de un transitorio) que
se alcanzan cuando se prescinde de ciertos detalles de las condiciones de contorno y/o
iniciales y otros que se establecen de manera a partir de condiciones iniciales de tipo
“permanente”. Los primeros son los flujos autosemejantes o autosimilares, los otros son
los “flujos oscilantes” que en la jerga son llamados flujos oscilantes en régimen permanente.

B1) Flujos en régimen autosemejante o autosimilar

Existen algunos problemas en donde la dependencia funcional del campo de velocidades
con las coordenadas espaciales y el tiempo puede asimilarse en una única variable, que
es una combinación de potencias, en el sentido dimensional, del espacio y del tiempo.
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Ello sucede cuando además del conjunto de parámetros y variables establecidos en la
ecuación de evolución, las condiciones de contorno involucran solo un único parámetro con
dimensiones independientes de las del espacio y del tiempo. En estos casos se dice que
la solución es autosemejante o autosimilar, es decir semejante a śı misma, puesto que un
simple reescalado de las coordenadas espaciales y del tiempo, da la misma forma funcional.

Como introducción al tema, estudie el caso de la difusión de una vorticidad infinita que se
genera en la superficie de contacto entre un fluido viscoso (ρ, µ) y un plano infinito.

a) Para ello suponga un problema de alta simetŕıa en donde el campo de velocidades
será solo función de una coordenada espacial, la coordenada vertical (digamos “y”)
y del tiempo. El fluido se encuentra en reposo apoyado sobre un plano infinito y
ocupa el semiplano y > 0. A t = 0 el plano es puesto súbitamente en movimiento con
velocidad constante U , en la dirección x̂. Realice el análisis dimensional para poner
de manifiesto la caracteŕıstica autosemejante de la solución del problema y encuentre
el campo de velocidades como función del tiempo.

b) Haga un gráfico cualitativo del campo de velocidades para tiempos próximos al mo-
mento (luego) del arranque y otro para tiempos lejanos.

c) Calcule la vorticidad.

d) El arranque inmediato del plano genera una lámina de vorticidad infinita en y = 0 que
difunde en el tiempo por acción de la viscosidad hacia el interior del fluido. Estime el
tiempo que le toma a la vorticidad difundir una distancia L. (pág. 35-38, Elementary
Fluid Dynamics, Acheson, D.J., Oxford University Press, 1993)

7. A t = 0, un vórtice de intensidad Γ0 es puesto en el seno de un fluido viscoso (ρ, µ),
digamos en el origen de coordenadas. Éste genera un campo de velocidades, dada la alta
simetŕıa, que es azimutal y depende solo de la coordenada radial. Aśı, siempre a t = 0,
la vorticidad es infinita en el origen (r = 0) y nula para r > 0. Debido a la viscosidad, el
fluido no puede mantener en el tiempo este flujo y como en el problema anterior se produce
una difusión de la vorticidad.

a) Estudie este proceso para t > 0, en términos de la circulación Γ(r, t) = 2πruθ(r, t),
como variable dependiente del problema. Haga un análisis dimensional para poner
de manifiesto el tipo de solución autosemejante.

b) Obtenga el campo de velocidades. Vea que a distancias r desde el eje que satisfacen
r ≪

√
4νt, el flujo ya no es más irrotacional, sino que aproximadamente viene dado

por u ≈ Γ0
8πνtr, el cual corresponde a un movimiento de rotación “casi” uniforme con

velocidad angular Ω = Γ0
8πνt .

B2) Flujos oscilantes en régimen permanente

8. En la configuración de alta simetŕıa que se indica, el ĺıquido ha alcanzado un régimen
oscilante, es decir que el campo de velocidades se escribe como u(y, t) = ℜ(ũ(y)eiωt).

a) Hallar el campo de velocidades que satisface las condiciones de contorno.

b) A partir del análisis dimensional, determine la relación funcional entre la magnitud
pedida y los datos del problema.

c) Haga un gráfico cualitativo del campo de velocidades.
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9. Un fluido (ρ, µ) muy viscoso se encuentra entre dos planos de dimensiones infinitas. El
plano inferior está quieto mientras que el superior, a una distancia d, se mueve con un
movimiento armónico de velocidad U0 cos(ωt).

a) Hallar el campo de velocidades.

b) Analice los casos d≪ δ y d≫ δ (recuerde que δ es la longitud de penetración).

c) Haga un gráfico cualitativo del campo de velocidades para las dos situaciones señaladas.

10. Ahora resuelva el caso de un ĺıquido (ρ, µ) entre dos planos de dimensiones infinitas, los
dos en reposo, que es “movido” por un gradiente de presiones armónicamente oscilante en
el tiempo, del tipo ∆p(t) = p1 − p2 = b cos(ωt).

Utilice el análisis dimensional para obtener la dependencia funcional del caudal medio
< Q >, que se establece a través de una sección transversal al movimiento.
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11. En algunas situaciones el movimiento resultante del fluido se debe al efecto combinado de
un campo de fuerzas externas como la gravedad y al movimiento puramente producido por
condiciones de contorno oscilantes. Para la situación descripta en la figura siguiente:

(a) demuestre que el campo de velocidades puede ser calculado a partir de la super-
posición del campo de velocidades de un problema estacionario más uno dependiente
del tiempo. ¿Cuáles son las razones para poder hacerlo? (no sólo importa la linealidad
de las ecuaciones de evolución!)

(b) Mediante el análisis dimensional estime la dependencia funcional de la potencia media
entregada por el plano superior al fluido.

12. Idem problema 11, pero ahora el gradiente de presiones tiene una dependencia temporal
oscilante del tipo ∆p(t) = p1 − p2 = a+ b cos(ωt)

B3) Estudio del transitorio de un flujo y convergencia a la solución de
autosemejanza de 1º Especie, que da la solución del 2º problema de Stokes

13. Considere nuevamente la situación descrita en el problema 7, aunque ahora la sutil pero
gran diferencia se debe a que el fluido no se extiende indefinidamente en la zona∞ > y > 0,
sino que a distancia h, se encuentra un plano infinito en reposo paralelo al fondo ŕıgido,
que limita por encima al fluido. Ayuda: Acheson, D.J., pág. 40.

a) ¿Cómo se modifican las condiciones de contorno?

b) Para poder encontrar la solución al campo de velocidades, el problema debe ser
separado como superposición de otros dos. ¿Por qué es necesario hacer esto?

c) Observe que el problema 7 se obtiene en el ĺımite t → ∞. Justamente, cuando
alguno de los parámetros que aparecen en las condiciones iniciales y/o de contorno se
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comporta de manera singular, esto es, o bien ”dan” cero o infinito, el paso al ĺımite de
la solución del transitorio dependiente del tiempo es regular y tiende a una solución
autosemejante de 1º Especie, en donde el parámetro h deja de ser relevante en la
solución.

Demuestre la afirmación anterior tomando el ĺımite h→ ∞ en la solución del transitorio,
pero haciéndolo para el módulo de la vorticidad ω = −∂u

∂y (que es más sencillo) para arribar
a la solución hallada en el problema autosemejante 7. A t = 0 el plano inferior arranca
súbitamente con velocidad constante U .

B4) Flujo viscoso en sistemas rotantes. Flujos atmosféricos

14. Considere la ecuación de NS en un sistema rotante con velocidad angular Ω constante:

∂u

∂t
+ (u · ∇)u+ 2Ω× u+Ω× (Ω× x) = −1

ρ
∇p+ ν∇2u

donde se han incluido las fuerzas de inercia (por unidad de masa), de Coriolis y centŕıfuga.

a) Usando análisis dimensional, muestre que si el sistema considerado tiene velocidad
caracteŕıstica U y dimensión L, y se cumple (Ro es denominado número de Rossby)
Ro ≡ U

ΩL ≪ 1, la ecuación se reduce a:

∂u

∂t
+ 2Ω× u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u

y que fuera de las capas ĺımites la fuerza viscosa puede despreciarse si Re = ΩL
ν ≫ 1.

Estime en el caso de la Tierra para qué longitudes caracteŕısticas L se satisfacen las
condiciones antedichas de Ro y Re.

b) Considere un flujo estacionario e incompresible con Ro ≪ 1 y Re ≫ 1. Escribiendo
la ecuación en componentes cartesianas, con Ω paralela a la dirección z, muestre que
fuera de las capas ĺımites la velocidad es independiente de z (teorema de Taylor-
Proudman).

c) En las condiciones del punto b), y fuera de la capa ĺımite, muestre que el flujo hori-
zontal y estacionario que se establece cuando las fuerzas de Coriolis y de presión se
balancean (flujo geostrófico) es de circulación anticiclónica (contraria al sentido de
rotación Ω) alrededor de los centros de alta presión.

d) Utilizando las ecuaciones del punto b), pero ahora considerando que se está dentro
de la capa ĺımite, determine el flujo estacionario considerando que éste es horizontal,
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y con la condición que a una cierta altura H la velocidad es u = U0x̂ y u = 0 en
z = 0. Suponga flujo dependiente solamente de z (dentro de la capa ĺımite no vale
el teorema de Taylor-Proudman). Vea que la dirección del flujo va cambiando con la
altura, describiendo una espiral (espiral de Eckman).
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Práctica 7: Ondas de gravedad e inestabilidades

1. Cuando un fluido incompresible se encuentra en reposo y la única fuerza externa es la pro-
ducida por el campo gravitatorio, su superficie libre expuesta a una atmósfera de densidad
mucho menor es plana.
Si se produce una perturbación externa sobre la superficie, el fluido se reacomoda ”elásticamente”
propagando un movimiento sobre la misma con la forma de ondas que son llamadas de
gravedad.
En particular, estamos interesados en el estudio de la propagación de estas ondas en el
régimen en el que la velocidad de las part́ıculas de fluido es pequeña como para que pueda
despreciarse el término convectivo en la ecuación de Euler. Aśı, siendo un fenómeno de-
pendiente del tiempo, el balance entre fuerzas generadoras de movimiento es el debido a
una competencia entre el gradiente de presiones y la gravedad.
Las hipótesis de este modelo resultan en el estudio de un flujo potencial.

a) Si la amplitud de la perturbación que se propaga tiene una amplitud a y las variaciones
en la velocidad de las part́ıculas se aprecian en una distancia del orden de la longitud
de onda λ de la perturbación, vea cuál es la condición que se cumple al despreciar
|(u · ∇)u| ≪ |∂u∂t |.

b) Despreciar el término convectivo es suponer un flujo potencial de modo que u = ∇ϕ,
donde ϕ es la función escalar potencial de velocidades. ¿Qué otra hipótesis está
impĺıcita en esta suposición?

i) Vea que si g = −gẑ y z = 0 corresponde a los puntos de la superficie del fluido
en reposo que se extiende según (x, y) y la función ζ(x, y, t) representa un punto

de la superficie perturbada, entonces ∂ϕ
∂t

∣∣∣
z=ζ

+ gζ = 0, es la condición sobre

la superficie (despreciando efectos de tensión superficial). Tenga en cuenta que
conocido el potencial de velocidades para todo tiempo podŕıa obtenerse la forma
de la superficie libre para todo t.

ii) Describa cómo se llega al siguiente sistema de ecuaciones que describe el movimiento
bajo estudio en un campo gravitacional (estas ecuaciones son válidas sólo en el
caso de que el fluido tenga su superficie libre expuesta a una atmósfera tenue, y
despreciando efectos de tensión superficial):∇2ϕ = 0(∂ϕ

∂z + 1
g
∂2ϕ
∂t2

)
z=0

= 0

iii) Considere que el fluido en cuestión se extiende infinitamente y que la amplitud de
la perturbación es muy pequeña en comparación con la profundidad del mismo.

A. Obtener la relación de dispersión ω(k), si las ondas que se propagan en la
superficie del fluido lo hacen en dirección x̂, existe simetŕıa según ŷ, y el
fluido tiene profundidad infinita (se extiende según −ẑ).
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B. Obtenga el potencial de velocidades para todo t y a partir de alĺı el campo
de velocidades (ux, 0, uz) = (∂xϕ, 0, ∂zϕ). ¿Por qué existe una constante sin
determinar?

C. Calcule la trayectoria de las part́ıculas de fluido en la onda.

D. Calcule la velocidad de grupo y la de fase (o sea de propagación) de estas
ondas de gravedad (Vg = ∂ω

∂k , Vf = ω/k).

2. a) Determine la relación de dispersión de las ondas de gravedad que se propagan en la
superficie de contacto entre dos ĺıquidos ideales si el sistema está limitado exterior-
mente por dos planos horizontales infinitos. La densidad y la profundidad del ĺıquido
inferior son ρ, h y las del superior ρ′, h′ con ρ > ρ′. ¿Por qué es necesaria esta última
condición?

b) Considere los casos ĺımites kh≫ 1 y kh′ ≫ 1 (ambos fluidos de profundidad infinita)
y por otra parte kh≪ 1 y kh′ ≪ 1 (ondas largas) (k = 2π/λ).

3. Ahora resuelva el caso en que el fluido superior posee su superficie libre de moverse y el
inferior tiene profundidad infinita. (Discuta la posibilidad de existencia de modos que se
propagan en la interfase cuando en la superficie libre ”casi” no se observa nada; aguas
muertas)

4. Resuelva el caso en que el fluido inferior se encuentra limitado por el fondo a una distancia
h y el superior tiene su superficie libre.

5. Si un fluido de profundidad h se encuentra en un estanque rectangular de lados a y b,
encuentre las posibles frecuencias de oscilación (ondas estacionarias) de las ondas que se
generan en su superficie.

6. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz

La estabilidad de flujos base con cizalladura (y por lo tanto de rotor no nulo) no puede
estudiarse con el formalismo de ondas previo, que supone flujos base irrotacionales. Para el
caso de flujos incompresibles homogéneos puede usarse el formalismo de Orr-Sommerfeld,
que para el caso de flujos a altos números de Reynolds, fuera de las capas ĺımite, se reduce
a la ecuación (ver apuntes de clase)

[D2U(z)− (U(z)− c) ∗ (D2 − k2)]δûz = 0 (1)

donde U(z)x̂ es el flujo base, D = d/dz, k2 = k2x + k2y, δûz es la amplitud (dependiente de
z) del modo de Fourier con (ω, kx, ky) de la perturbación de la velocidad componente z y
c = ω/k.

a) Suponiendo que el flujo base tiene una discontinuidad, sea en la velocidad misma o en
su derivada DU , integrando por partes la ecuación (1) a través de la discontinuidad,
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pruebe que la magnitud δûzDU − (U − c)Dδûz tiene el mismo valor a ambos lados de
la discontinuidad. Muestre que dividiendo la relación obtenida por (U − c)2 se tiene
que D[δûz/(U − c)] = 0, que implica que también δûz/(U − c) tiene el mismo valor a
ambos lados de la discontinuidad.

b) Usando la ecuación (1) y las relaciones de continuidad obtenidas en a), determine
la relación de dispersión de pequeñas perturbaciones para un fluido homogéneo, sin
contornos cercanos, cuyo campo de velocidades está dado por: (suponga ky = 0)

U(z) =

{
U1, si z > 0

U2, si z < 0

(Note que para este perfil la relación de dispersión puede obtenerse por el método
usado en ondas de gravedad)

c) Muestre que la velocidad de fase es la misma para todas las perturbaciones (igual al
promedio entre U1 y U2), y que el flujo es inestable siempre que U1 ̸= U2, con mayor
tasa de crecimiento cuanto más corta es la longitud de onda.

d) Un perfil más realista tiene una zona finita de transición entre ambas velocidades,
que puede modelarse como

U(z) =


U1, si z > h/2
1
2(U1 + U2) + (U1 − U2)

z
h , si − h/2 < z < h/2

U2, si z < −h/2

Determine la relación de dispersión correspondiente.

e) Muestre que se obtiene el resultado del punto b) en el ĺımite de ondas largas compara-
das con el espesor de la capa de transición (kh≪ 1), mientras que no hay inestabilidad
en el ĺımite de ondas cortas (kh≫ 1).

f) Muestre que la transición entre perturbaciones estables e inestables corresponde a
números de onda kh ≈ 1.3.

g) Muestre que la máxima tasa de crecimiento ocurre para kh ≈ 0.8, y que vale σ ≈
0.2(U1 − U2)/h.
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