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En esta dltima parte de la guia 3 vamos a investigar cémo obtener las propiedades térmicas
de un cristal a partir de la cuantizacion de sus modos de vibracién. La cuantizacion de los
modos de vibracién consiste en asignar una ocupacién de los estados de fonones de acuerdo a
la estadisitica de bosones. En la tedrica se mostré que en un cristal tridimensional de volumen
V cada estado ocupa un volumen Ak = (27)3/V en el espacio reciproco. Para generalizar esto
a una y dos dimensiones, reemplazamos el volumen por la longitud o area, respectivamente, y
ajustamos el exponente a la dimensién del sistema, d = 1,2 De esta manera, cada rama s (sin
importar de qué tipo sea) contribuye al calor especifico segin
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donde la aproximacién se basa en pasar de la suma discreta a una integral continua en el limite
de un nimero de dtomos N — oc.

Dada la complejidad analitica de los calculos para una relacién de dispersion w(k) arbitraria,
recurriremos a una simplificaciéon que consiste en considerar una relaciéon de dispersién lineal
w(k) = ck para las ramas acusticas, conocida como modelo de Debye. Bajo este modelo, las
ramas Opticas se reemplazan por una extension de las ramas acusticas por fuera de la primera
zona de Brillouin. Alternativamente, puede proponerse una relacién de dispersién constante
w(k) = wg para las ramas 6pticas, conocida como modelo de Einstein.

Este tema se aborda en los ejercicios 11-13. A continuacién desarrollaremos un ejemplo que
tiene elementos en comun con estos tres ejercicios, que les servira de referencia para resolverlos.

Ejemplo 1D

Tomemos como ejemplo la cadena unidimensional de la figura 1, con masas M, pardmetro
de red a y constantes eldsticas alternadas C'y G. La relacién de dispersion de fonones para cada
rama de este sistema fue calculada en la tedrica (clase 5), los resultados se reproducen en la
figura 2.

Aqui asumiremos ademds que G < C (no es necesario, pero simplifica las expresiones), de
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Figura 1: Cadena unidimensional monoatémica con constantes elasticas alternadas.
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Figura 2: Relacion de dispersion de fonones para el sistema de la figura 1.

forma que la relacion de dispersién obtenida pueda aproximarse por
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Si ahora particularizamos la ec. (1) para una dimensién, bajo el modelo de Debye-Einstein, y
siguiendo las sustituciones hechas en la tedrica, nos queda
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para la rama acustica, y
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pera la rama éptica.
Comparando con los resultados obtenidos para el caso 3D, se ve que la dependencia del ¢,
de la rama acustica, a bajas temperaturas (©p/T — c0) es ahora
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es decir, resulta lineal con la temperatura. Si repitiéramos el calculo en 2D, obtendriamos una
dependencia cuadratica. Cualitativamente, podemos graficar el ¢, correspondiente a la rama
acustica para ambos casos como se muestra en la figura 3. Para esto solo tomamos en cuenta
los limites de baja temperatura descritos y la ley de Petit-Dulong para el limite asintético de
alta temperatura.
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Figura 3: Gréfico cualitativo del calor especifico bajo el modelo de Debye para la rama acistica
de un sistema unidimensional (naranja) y bidimensional (azul).



