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Repaso

Posicidon de los nucleos en un cristal real

Potencial de int. entre nlcleos
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Distancia entre ndcleos

7(R,t) = R + u(R,t) U= %Z ¢(F(R) — 7(R")
RR'

Asumimos que los nucleos oscilan alrededor de posiciones

de equilibrio, las cuales determinan una RB, y que el

desplazamiento de los nicleos respecto a las posiciones de

equilibrio es mucho menor a la distancia interatomica.

Aproximacion armonica (RB 1D)

1
U=Ueq +Zz

RR'

(u(R) — u(R"))?

Constantes de fuerza determinadas por la
curvatura del potencial de interaccion.



Repaso

Modos normales de una RB unidimensional: Cadena finita
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Interaccidn a primeros vecinos: U, = 12 3.2 (u(R) —u(R"))* = > Z[u(za) —u([i + 1]a)]
RR' i

Condiciones de contorno periodicas de Born-von Karman: u([N + 1]a) = u(a); u(0) = u(Na)

N2o d
| N 2mm 2 5
u(na, t) = eettkna—owt) —p NG =1 —p | = — N m entero
a

—> EXisten exactamente N soluciones (modos normales) diferentes.

Como desplazar a k en 2 /a no altera el valor de u(na) — Elegimos tomar k entre —m/a y m/a.



Repaso

Modos normales de una RB unidimensional: Cadena finita
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M =
i(na) ou(na) (o) = 4C ka
) | —> w(k) = | |sen(=
u(na, t) = eetlkna-ot)
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Casos limites

c k«n/a—»wk)=a,/C/M|k|

Relacion de dispersion de tipo sonido/luz (w = ck).

s k=xn/a—» v, =0
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= -m/a 0 . k=m/a  2m/a
Primera ZB

Cualquier k fuera de la 1°® ZB puede trasladarse a un k’
equivalente dentro de la 1° ZB a través de un vector de la RR.




Repaso

Modos normales de una red unidimensional con una base
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Repaso

Modos normales de una red unidimensional con una base: Cadena finita
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Modos vibracionales: Planteo general

Vibraciones en RB + Base (3D)

Punto de la RB

_ _ _ _ - , j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
T = Ryg + U R =R _+d ) L 'Y
@™ Tma T Yma ma m - ra Indices 1+ m,n,p,q =PuntosdelaRB (1, 2, ..., N)

a,3,y,c = Elementos de la base (1, 2, ..., P)

Elemento de la base

_ ) o [ . ., ) -, A —
a, = ax aI ° ° —» 1,4, Proyeccion en la direccion i del vector 7,,,
|Gz =ay e o o
d]_ — 05(.'\ 1 — —
dy = (a/2)R+Y) Of . o RB U=s5 2, ¢(F(R) — 7(R")

¢: Potencial de interaccion entre pares de nucleos

1
RB +Base —> U == > ) ¢(7py — 7o)

bq v,0




Modos vibracionales: Planteo general

Aproximacion armoénica en 3D

U(rlli ...,rlp, ...,er, ...,T'NP) - U(Rll + u11, '"IRNP + uNp) =

i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)

a, 3,v, o = Elementos de la base (1, 2, ...,

P)
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Modos vibracionales: Planteo general

Aproximacion armonica en 3D i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)

02U(Ryq, .., R -
U=Usy+= ;‘ 7 ;‘ UR1s, NP)uma wl ;= Upq + U, [%f,,0 = Elementos de labase (1,2, .., P
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Evaluado en el equilibrio lo denotamos como: Prng
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Modos vibracionales: Planteo general

Ecuaciones de movimiento y modos normales
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i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)
a, B,v, o = Elementos de la base (1, 2, ..

L P)
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— Sistema de 3xXNXP ecuaciones acopladas (nimero igual al de grados de libertad del sistema)

Buscamos soluciones de la forma: i, = €,e'(fm=«t)

_ 2.1 i(kRy—wt) _ __
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Modos vibracionales: Planteo general

Ecuaciones de movimiento y modos normales

= ) i ()€l
a,l
:Dill)/ (E) = z Z ¢7l7llq 5mp5ay _ eik(ﬁm_ﬁp)ﬁb%lo
 \7o ao ay

Definiendo: €}, = /M, e, —» / S W2E, = szl

i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)
a, B,v, o0 = Elementos de la base (1, 2, ..., P)

Dély(lz): Elemento generico d_e
la matriz dinamica D

w26i15ay> é& =0

—> | [D — w?I|é = 0 | Ecuacion de autovalores y autovectores

Condiciones de contorno periodicas de Born-von Karman

w(R,y + N;@;) = u(R,,,), a;:VPdelaRD; Ny{N,N; = N —» gik(Rm+Ni@)) = olkR

—p kNG — 1 —p | = %51 n %Ez n %Eg,ni € 7, b;: VP de la RR. Existen solo N valores no
1 2 3

equivalentes de k. Elegimos

—» Desplazamientos de k en K € RR no cambian la solucion (e!KR = 1) | tomarlos dentro de la 1°# ZB.




Modos vibracionales: Planteo general

Ramas acusticas vy opticas

Tenemos 3 x N x P modos normales y N valores no equivalentes de k.

— 3 x P soluciones para cada valor de k — 3 X P ramas

3X (P —1)sonRO

{3 son RA

Si tenemos d dimensiones —» d RAy d x (P — 1) RO

a)lk

/
——

—
—

} 3RO

} 3RA

—» Cristal 3D con 2 elementos en la base



Modos vibracionales: Ejemplo en 2D

Ejemplo: Red cuadrada con interaccion a primeros vecinos

~

4,0

Masa M Constante C d 2¢(Ema - Eqa)
ortor!

i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)

a, 3,v, o = Elementos de la base (1, 2, ...,

P)

1 : e o
Z Z d)#lq 6mp6ay _ elk(Rm_Rp)Qb?l"llp
MaMy — aoc ay

L 1 : TCB B 4
— D" (k) = MZ (Z P, Oy — eFBm=Fp) 1l ) — Matriz2x2(d X P = 2)
m \ q

X Y

5 _ X(2C — Ceikxa _ Ce—ikxa 0 1 2C (1 — COS(kxa) 0

B Y( 0 2C — Cev® — Ce™ lkya) M M 0 1 —cos(kya)
_4C (sin®(kya/2) 0
M 0 sin?(ky,a/2)

)
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Modos vibracionales: Ejemplo en 2D

Ejemplo: Red cuadrada con interaccion a primeros vecinos

_ —  4C (sin?(k,a/2) 0
_ 21l = 0. _ x
[D-w?lle=0; D M( 0 sin?(k, a/2)
4C /M)sin?(k,a/2) — w? 0
(4C/M)sin? (kxa/2) — @ y 10
0 (4C/M)sin“(kya/2) — w
Masa M  Constante C

: : _ Wy = A 4C/M|sin(kya/2)|
—» [(4C/M)sin?(k,a/2) — w?] [(4C/M)51n2(kya/2) — a)z] =0 {wy _ \/W|sin(kya/2)| (2 RA)

Graficando la relacién de dispersion
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Energia total del sistema y calor especifico

Hamiltoniano del sistema (RB)

= z P(R)Z P(R): Momento del ntcleo con posicion de equilibrio R y masa M
U= U, + U,

Solucidn clasica

Promediamos sobre todas las posibles configuraciones de los nucleos en el cristal. Cada una de ellas con
un peso proporcional a e“#E, con E la energia de la configuracion (3=1/kzT).

1 [ Ee BEdr o
Densidad de energia— u = —~———z=——; dl' = 1_[ du(R)dP(R) (Elemen_to de volumen en
V [ e FEdT z el espacio de fases)
10 Resolviendo Ueq 3N ou
u= _Vﬁ In je‘ﬁEdF > U= v + v kgT = Ugq + 3nkgT —»| ¢, = 37 = 3nkg

Ley de Dulong vy Petit

(Cada ion de la red
contribuye con 3kjg)



Energia total del sistema y calor especifico

Calor especifico (modelo clasico debido a vibraciones de la red)

En un sélido monoatémico (en donde se tienen 6.02x1023 atomos por mol) — Cymotar) = 6.0

c, (cal/mol - K)

N o ~ 00 O N

cal
mol - K

Se observa que la Ley de Dulong y Petit se cumple

O | i mejor a alta T.

C Esto resulta sorpresivo, dado que se espera que sea a
baja T en donde la aproximacion armonica sea valida.

Sin embargo, cuando T se aproxima a 0 K, el resultado
experimental de ¢, se acerca a 0 como ¢, o T3, mientras

1 | | | | ' que la teoria establece un valor constante a toda T.
200 400 600 800 1000 1200

T (K)

Para describir correctamente el problema necesitamos hacer un tratamiento cuantico.




Energia total del sistema: Tratamiento cuantico

Modelo cuantico

De igual forma al caso clasico, promediamos sobre todos los estados posibles del cristal, asignandoles un
peso proporcional a e "E/¥8T  con E la energia del estado derivada resolviendo la ecuacion de Schrédinger.

1 > E;ePEi Para determinar E; resolvemos cuanticamente el hamiltoniano armoénico
R > e BEi (dejamos de lado la energia de equilibrio).

u

—» Elresultado para un cristal armonico de N nucleos en 3D equivale al de 3N osciladores armonicos
independientes, cuyas frecuencias son las de los 3N modos normales clasicos.

Indica la rama 1 B
— Cada modo normal de frecuencia w@é(k) contribuye a la energia total con: <7’lks + §> hawg (k)

nz. = 0,1,2, ... es el nUmero de excitacion del modo normal

Equivalentemente, ny es el nimero de “fonones™ de tipo s con vector de onda k presente en el cristal.

— 5 (F = Z e+ 1 hows(k) Un fonon es un cuanto de energia de vibracion. De igual
- ks =2 > manera que ondas electromagnéticas “estan hechas” de
S

fotones, ondas elasticas “estan hechas” de fonones.

Energia para un estado genérico del cristal



Modelo cuantico

Energia total del sistema: Tratamiento cuantico
u =lZiEie_BEi —> u= 6

1 a
V X, e PEi Serle convergente

h ; k
- 1l ﬁE _1, hws(k) B BBth(k) B Bshws(k) _1 e P—2— Wl
f=yn Z __"1_[ Te __" 1_eﬁflws(k)

[ ks

e ~PE aparece una sola vez para cada energia de la forma E = Dks (nks E) ha)s(k)
ghws®) ﬁhws(k) 1 ePhws(k)/2 4 o=PBhws(k)/2 hawg (k)
—> f= Z ln 2 —e " 2 U= VZ ePhws(®)/2 _ og-phws(k)/2 | 2
ks

ePhos(k) 4 1\ haw, (k) 1 - 1 1 _
Vz (eﬂha)s(k) _ 1) Vz (eﬁhws(k) — + E) hows(k) = VZ (ns(k) + E) haws(k)
ks

nS(E) es el nimero medio de excitacion del modo normal ks, o el niimero medio de fonones de tipo ks.




Resumen

» Modos de vibracion en cristales poliatomicos 3D -~

 Matriz dinamica y nimero de RAy RO

* Recorridos en la 1¢ ZB y curvas de dispersion

= & 1’1 .
£ e
- , - . , . § 5 _‘l ‘{’
 Tratamiento cuantico del cristal armonico < i 4
ol I | | | | |

T 200 400 600 800 1000 1200
T (K)



