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• Red cristalina y red recíproca

• Difracción de rayos X

• Cohesión en sólidos

• Vibraciones, fonones y propiedades térmicas

• Electrones en sólidos

• Semiconductores

Programa de la materia

Electrones libres

Electrones en un 

potencial periódico



Electrones libres: Introducción

Cristales 

moleculares

Cristales iónicos

Cristales covalentes

Metales de transición

Electrones libres y metales

La aproximación de e- libres funciona relativamente bien para metales alcalinos, y en menor medida

también para metales nobles. Todos ellos son monovalentes en orbitales s y tienen las demás capas llenas.

Metales alcalinos Metales nobles

Las funciones de onda de e- de valencia se superponen ampliamente entre átomos vecinos y se forman

estados completamente deslocalizados. Puede pensarse que para un dado e-, el resto de los e- apantallan la

carga atractiva de los núcleos haciéndolos “invisibles”.

𝜙𝑠( ҧ𝑟)



Gas de electrones libres: Estado fundamental

Estado fundamental del gas de electrones libres (no interactúan entre sí, ni con los iones de la red)

N e- libres confinados en un volumen V. Buscamos los niveles de energía de un e- individual, y luego los

llenamos con N e- en forma consistente con el principio de exclusión de Pauli.
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Condiciones de contorno periódicas de Born-von Karman

Volumen por ത𝑘 permitido: Δത𝑘 =
2𝜋 3

𝑉

Empezamos poniendo 2 e- en el nivel de ത𝑘 = ത0
(espines ↑ y ↓), y luego se van llenando los

niveles siguientes que no están ocupados.
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Energía de Fermi

𝜓 ҧ𝑟 + 𝐿 Ƹ𝑖 = 𝜓 ҧ𝑟 ; 𝑖 = x, y, z

𝑒𝑖𝑘𝑖(𝑖+𝐿) = 𝑒𝑖𝑘𝑖𝑖 𝑘𝑖 =
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, 𝑛𝑖 ∈ ℤ

(Cubo, 𝐿3 = 𝑉)
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Cuando N es suficientemente grande, la región

ocupada es esencialmente una esfera, de radio 𝑘𝐹.

espín
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Energía a T ≠ 0

𝑓 𝜀 =
1

𝑒 𝜀−𝜇 /𝑘𝐵𝑇 + 1

Describimos a los e- con

la estadística de FD:

𝜀/𝑘𝐵(10
4𝐾)

𝑓

Potencial químico

(𝜇 = 𝜀𝐹 a 𝑇 = 0)

𝑢 = න𝜀(ത𝑘)𝑓 𝜀(ത𝑘)
𝑑ത𝑘

4𝜋3

𝑛 = න𝑓 𝜀(ത𝑘)
𝑑ത𝑘

4𝜋3

Tenemos entonces:

Estado fundamental del gas de electrones libres (no interactúan entre sí, ni con los iones de la red)

Temperatura de Fermi ~104-105𝐾 en metales

~𝑇

𝑇𝐹 = 5 × 104 𝐾

𝜀 = 𝜇 𝑓 = 0.5

Gas de electrones libres: Estado fundamental

𝑛 = 𝑘𝐹
3/3𝜋2



𝑢 = න𝜀(ത𝑘)𝑓 𝜀(ത𝑘)
𝑑ത𝑘
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∞

𝐹 𝜀 𝑓 𝜀 𝑑𝜀 diferirán de su valor a T = 0 ∞−׬)
𝜀𝐹 𝐹 𝜀 𝑓 𝜀 𝑑𝜀) según cómo varíe

𝐹 𝜀 en torno a 𝜀 = 𝜇 en un ancho ~𝑘𝐵𝑇.

𝐹 𝜀 = ቮ෍
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∞
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2𝑛

𝑑2𝑛−1
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𝐹 𝜀

𝜀=𝜇

Expansión de Sommerfeld

Taylor

Gas de electrones libres: Temperatura finita



Energía a T ≠ 0

න
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+⋯

Como 𝐹 𝜀 es tal que ȁ(d/d𝜀)𝑛𝐹 𝜀 𝜀=𝜇 ~ 𝐹 𝜇 /𝜇𝑛 Términos sucesivos en la expansión son más

pequeños en 𝒪
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𝑚
2−𝑛= 𝜇

𝑚
2 /𝜇𝑛

∝ (𝑘𝐵𝑇)
2 𝐹 𝜇 /𝜇 ∝ (𝑘𝐵𝑇)
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Además, aproximamos: න
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𝜇

𝐹 𝜀 𝑑𝜀 = න
0

𝜀𝐹

𝐹 𝜀 𝑑𝜀 + න
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𝐹 𝜀 𝑑𝜀 ≅ න
0

𝜀𝐹

𝐹 𝜀 𝑑𝜀 + (𝜇 − 𝜀𝐹)𝐹 𝜀𝐹

Gas de electrones libres: Temperatura finita

= 𝐹 𝜀𝐹 + 𝐹′ 𝜉 𝜀 − 𝜀𝐹 , 𝑙𝜉 𝜖 (𝜇, 𝜀𝐹)

න
𝜀𝐹

𝜇

𝐹′ 𝜉 𝜀 − 𝜀𝐹 𝑑𝜀 ≤ m𝑎𝑥 ȁ𝐹′ 𝜉 ȁ
𝜇 − 𝜀𝐹

2

2

Tiramos
(En módulo)



Energía a T ≠ 0
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𝐹 𝜇 = 𝐹 𝜀𝐹 + 𝐹′ 𝜉 𝜇 − 𝜀𝐹 ≅ 𝐹 𝜀𝐹 , 𝑎[𝜉 𝜖 𝜇, 𝜀𝐹 ]



Energía a T ≠ 0

𝑢 = 𝑢0 +
𝜋2

6
(𝑘𝐵𝑇)

2𝑔 𝜀𝐹

=
𝑚

𝜋2ℏ3
2𝑚𝜀𝐹 =

𝑘𝐹
32𝑚
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3 2𝑚𝜀𝐹 =
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3
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=

3𝑛
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1/𝜀𝐹
3/2 𝑛 = 𝑘𝐹
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𝑢 = 𝑢0 +
𝜋2

4

(𝑘𝐵𝑇)
2

𝜀𝐹
𝑛

Calor específico

𝑐𝑣
𝑒𝑙 =

𝜕𝑢

𝜕𝑇
=
𝜋2

3
𝑘𝐵

2𝑇𝑔 𝜀𝐹 =
𝜋2

2

𝑘𝐵𝑇

𝜀𝐹
𝑛𝑘𝐵

𝑐𝑣
𝑒𝑙

𝑐𝑣
𝑓𝑜𝑛

=
𝜋2

2

𝑇

𝑇𝐹
𝑛𝑒𝑘𝐵 ∕

12𝜋4

5
𝑛𝑖𝑘𝐵

𝑇

Θ𝐷

3

𝑐𝑣
𝑒𝑙

𝑐𝑣
𝑓𝑜𝑛

=
5

24𝜋2
𝑍

Θ𝐷
3

𝑇2𝑇𝐹

𝑍𝑛𝑖

Ambas contribuciones se igualan cuando 𝑇 = 0.145 𝑍
Θ𝐷
𝑇𝐹

1/2

Θ𝐷

~102𝐾
~104𝐾

~ 1𝐾

¡La contribución electrónica

solo se observa a muy baja T !

A baja T

Gas de electrones libres: Calor específico



Calor específico a baja temperatura

𝑐𝑣 = 𝑐𝑣
𝑒𝑙 + 𝑐𝑣

𝑓𝑜𝑛
= 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇3

𝑐 𝑣 𝑇
(

𝑚
𝐽

𝑚
𝑜
𝑙𝐾

2
)

𝑇2 (𝐾2)

Potasio

Cálculo semi-cuantitativo del calor específico electrónico

𝜀

𝑓

𝜀𝐹

1

∼ 𝑘𝐵𝑇

N° de e- excitados por unidad de volumen: ∼ (𝑘𝐵𝑇)𝑔(𝜀𝐹)

Energía de excitación: ∼ 𝑘𝐵𝑇

Energía térmica ganada: ∼ 𝑔(𝜀𝐹)(𝑘𝐵𝑇)
2

𝐴𝑒𝑥𝑝 = 2.1
𝑚𝐽

𝑚𝑜𝑙𝐾2
; 𝐴𝑡𝑒𝑜 = 1.8

𝑚𝐽

𝑚𝑜𝑙𝐾2

Θ𝐷 = 100 𝐾𝐵 = 2.6
𝑚𝐽

𝑚𝑜𝑙𝐾4

𝑐𝑣
𝑒𝑙 ∼ 2𝑔(𝜀𝐹) (𝑘𝐵

2𝑇)

Gas de electrones libres: Calor específico

𝜋2

6
(𝑘𝐵𝑇)

2𝑔 𝜀𝐹

(Resultado exacto)

(Phys. Rev. 118, 958, 1960)



Resumen

• Estado fundamental del gas de electrones

• Energía del gas a temperatura finita

• Calor específico electrónico

• Comparación con el calor específico de la red
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