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Repaso

Potencial periódico

𝑈 ҧ𝑟 = 𝑈 ҧ𝑟 + ത𝑅
∀ ത𝑅 ∈ 𝑅𝐵

Los autoestados de ℋ = 𝐾 + 𝑈 pueden elegirse como:

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = 𝑒𝑖
ത𝑘∙ ҧ𝑟𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 con 𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑒𝑖
ത𝑘∙ ത𝑅𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟

ത𝑘 =
𝑚1

𝑁1
ത𝑏1 +

𝑚2

𝑁2
ത𝑏2 +

𝑚3

𝑁3
ത𝑏3, 𝑚𝑖 ∈ ℤ

Teorema de Bloch y condiciones periódicas de contorno

𝜓 ҧ𝑟 =

ത𝑞

𝑐ത𝑞 𝑒
𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟; 𝑈 ҧ𝑟 = 

ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾 𝑒
𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = 
ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 𝑒
𝑖(ത𝑘−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 =

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′

Consecuencias del teorema de Bloch

𝜓 ҧ𝑟 + 𝑁𝑖 ത𝑎𝑖 = 𝜓 ҧ𝑟 ; 𝑖 = 1,2,3, 𝑠𝑁1𝑁2𝑁3 = 𝑁

(ത𝑘 𝜖 1𝑍𝐵, ഥ𝐾 𝜖 𝑅𝑅)

ℏ2

2𝑚
(ത𝑘 − ഥ𝐾)2



𝜋

𝑎

3𝜋

𝑎
−
𝜋

𝑎
−
3𝜋

𝑎

𝜀

𝐾3 𝐾4

2 𝑈2𝜋
𝑎

2 𝑈4𝜋
𝑎

𝑛 = 1

𝑞

Repaso

Potencial periódico débil

ഥ𝐾1 ഥ𝐾2ത𝑘

𝒪(𝑈)

Energía

ഥ𝐾′ Momento

1𝑍𝐵

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0 ≫ 𝑈,∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1

• Tomamos ത𝑘 y ഥ𝐾1 tal que:

𝜀 = 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 +

ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾−ഥ𝐾1

2

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0

• Tomamos ത𝑘 y ഥ𝐾1, … , ഥ𝐾𝑚, con 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑗

0 ≤ 𝒪(𝑈) y tal que:

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖

0 ≫ 𝑈, 𝑠𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑠∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1, … , ഥ𝐾𝑚

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖 =

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗 + 𝒪(𝑈2)

RB 1D

2 𝑈6𝜋
𝑎

𝑎

𝐾5𝐾2𝐾1

ത𝑘

𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 = 𝜀𝑘−𝐾𝑗

0 𝜀 = 𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 ± 𝑈𝐾𝑗−𝐾𝑖



Electrones en un potencial periódico débil

Potencial periódico débil: Niveles de energía cerca de un plano de Bragg

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖 =

𝑗=1

2

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗
𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1

0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1 = 𝑈ഥ𝐾2−ഥ𝐾1𝑐ത𝑘−ഥ𝐾2

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾2
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾2 = 𝑈ഥ𝐾1−ഥ𝐾2𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1

Tomamos ത𝑘, ഥ𝐾1 y ഥ𝐾2 tal que 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾2

0 ≤ 𝒪(𝑈) ∧ 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1,2
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0 ≫ 𝑈 ∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1, ഥ𝐾2.

𝜀 − 𝜀ത𝑞
0 𝑐ത𝑞 = 𝑈ഥ𝐾𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

𝜀 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾
0 𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾𝑐ത𝑞

ത𝑞 = ത𝑘 − ഥ𝐾1; ഥ𝐾 = ഥ𝐾2 − ഥ𝐾1

𝜀ത𝑞
0 = 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0 ↔ ത𝑞 = ത𝑞 − ഥ𝐾

Plano de Bragg

ത𝑞 − ത𝐾

ത𝑞

1

2
𝐾

1

2
𝐾

𝑂

ത𝐾

Para tener solo 2 niveles cuasi-degenerados, el e- debe

estar cerca de satisfacer la condición de dispersión de

Bragg para un único plano. Múltiples niveles degenerados

aparecen al tratar reflexiones de Bragg simultáneas.

𝜀 − 𝜀ത𝑞
0 −𝑈ഥ𝐾

−𝑈ഥ𝐾 𝜀 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾
0 = 0

La punta de ത𝑞 debe caer en el plano de Bragg que bisecta la linea que une

el origen con ഥ𝐾 (y en ningún otro).

𝜀 =
𝜀ത𝑞
0 + 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0

2
±

𝜀ത𝑞
0 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0

2

2

+ 𝑈ഥ𝐾
2



Electrones en un potencial periódico débil

Potencial periódico débil: Niveles de energía cerca de un plano de Bragg

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖 =

𝑗=1

2

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗
𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1

0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1 = 𝑈ഥ𝐾2−ഥ𝐾1𝑐ത𝑘−ഥ𝐾2

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾2
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾2 = 𝑈ഥ𝐾1−ഥ𝐾2𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1

Tomamos ത𝑘, ഥ𝐾1 y ഥ𝐾2 tal que 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾2

0 ≤ 𝒪(𝑈) ∧ 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1,2
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0 ≫ 𝑈 ∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1, ഥ𝐾2.

𝜀 − 𝜀ത𝑞
0 𝑐ത𝑞 = 𝑈ഥ𝐾𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

𝜀 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾
0 𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾𝑐ത𝑞

ത𝑞 = ത𝑘 − ഥ𝐾1; ഥ𝐾 = ഥ𝐾2 − ഥ𝐾1

𝜀ത𝑞
0 = 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0 ↔ ത𝑞 = ത𝑞 − ഥ𝐾

Plano de Bragg

ത𝑞 − ത𝐾

ത𝑞

1

2
𝐾

1

2
𝐾

𝑂

ത𝐾

Para tener solo 2 niveles cuasi-degenerados, el e- debe

estar cerca de satisfacer la condición de dispersión de

Bragg para un único plano. Múltiples niveles degenerados

aparecen al tratar reflexiones de Bragg simultáneas.

𝜀 − 𝜀ത𝑞
0 −𝑈ഥ𝐾

−𝑈ഥ𝐾 𝜀 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾
0 = 0

La punta de ത𝑞 debe caer en el plano de Bragg que bisecta la linea que une

el origen con ഥ𝐾 (y en ningún otro).

2 𝑈ഥ𝐾

Plano 

Bragg
ො𝑞

𝜀
ത𝑞 = ത𝑞 − ത𝐾

𝜀 = 𝜀ത𝑞
0 ± 𝑈ഥ𝐾

𝜀 =
𝜀ത𝑞
0 + 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0

2
±

𝜀ത𝑞
0 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0

2

2

+ 𝑈ഥ𝐾
2

∇ ത𝑞𝜀 ∝ ത𝑞 − ത𝐾/2



Potencial periódico débil: Autoestados sobre un plano de Bragg

𝜀 − 𝜀ത𝑞
0 𝑐ത𝑞 = 𝑈ഥ𝐾𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

𝜀 − 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾
0 𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾𝑐ത𝑞

𝜀 = 𝜀ത𝑞
0 ± 𝑈ഥ𝐾 𝑐ത𝑞 = ±𝑠𝑔𝑛(𝑈ഥ𝐾)𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

𝜓𝑛ത𝑞 ҧ𝑟 = 
ഥ𝐾′

𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾′ 𝑒
𝑖( ത𝑞−ഥ𝐾′)∙ ҧ𝑟

𝑈ഥ𝐾 < 0

𝜓𝑛+1, ത𝑞 = 𝑐ത𝑞 𝑒𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟 − 𝑒𝑖( ത𝑞−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟

𝜓𝑛+1
2𝜓𝑛

2

El nivel con menos energía es aquel que presenta mayor densidad de carga en la posición de los iones.

𝜓𝑛ത𝑞 ҧ𝑟
2
∝ cos2

ഥ𝐾

2
∙ ҧ𝑟

𝜓𝑛+1, ത𝑞 ҧ𝑟
2
∝ sen2

ഥ𝐾

2
∙ ҧ𝑟

𝑐ത𝑞 = ∓𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

± 𝑈ഥ𝐾 𝑐ത𝑞 = 𝑈ഥ𝐾𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾

𝜓𝑛ത𝑞 ҧ𝑟
2
∝ 𝑒𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟 + 𝑒𝑖 ത𝑞−ഥ𝐾 ∙ ҧ𝑟 2

= 2 + 𝑒𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟 + 𝑒−𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟 = 2(1 + cos ഥ𝐾 ∙ ҧ𝑟)

ഥ𝐾

2
∙ ത𝑅 =

2𝜋 ℎ𝑛1 + 𝑘𝑛2 + 𝑙𝑛3
2

= 𝜋𝑚

𝜓 2 (𝑈 = 0)∈ ℤ

Electrones en un potencial periódico débil

𝜀ത𝑞
0 = 𝜀ത𝑞−ഥ𝐾

0

= 𝑐ത𝑞 𝑒𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟 + 𝑒𝑖( ത𝑞−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟



Potencial periódico débil en 2D: Red cuadrada

1ZB

2ZB

3ZB

2𝜋

𝑎

𝑁𝑒 = 2 𝜋𝑘𝐹
2

𝐴

4𝜋2
= 𝑘𝐹

2
𝑁𝑎2

2𝜋
= 𝑁𝑒𝑐𝑁

N° de e- por CP

𝑘𝐹 =
1

𝑎
2𝜋𝑁𝑒𝑐

Si cada CP aporta 1e-, la “esfera” de Fermi de e- libres queda contenida en la 1ZB.

Si cada CP aporta 2e-, la “esfera” de Fermi cruza a la 2ZB (𝑘𝐹 = 3.55/𝑎), y tenemos cuasi-degeneración.

𝜀 = 𝜀ത𝑘
0 +

ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾
2

𝜀ത𝑘
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0Las correcciones a la energía son solo de 𝒪(𝑈2):

Para ningún ത𝑘 ocupado tenemos

niveles cuasi-degenerados

Tenemos esencialmente e- libres.

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖 =

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗Las correcciones a la energía son de 𝒪(𝑈):
Se abren gaps, y la

superficie de Fermi

deja de ser esférica.

Electrones en un potencial periódico débil
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Potencial periódico débil en 2D: Red cuadrada

𝑁𝑒 = 2 𝜋𝑘𝐹
2

𝐴

4𝜋2
= 𝑘𝐹

2
𝑁𝑎2

2𝜋
= 𝑁𝑒𝑐𝑁

N° de e- por CP

𝑘𝐹 =
1

𝑎
2𝜋𝑁𝑒𝑐

Si cada CP aporta 1e-, la “esfera” de Fermi de e- libres queda contenida en la 1ZB.

Si cada CP aporta 2e-, la “esfera” de Fermi cruza a la 2ZB (𝑘𝐹 = 3.55/𝑎), y tenemos cuasi-degeneración.

𝜀 = 𝜀ത𝑘
0 +

ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾
2

𝜀ത𝑘
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0Las correcciones a la energía son solo de 𝒪(𝑈2):

Para ningún ത𝑘 ocupado tenemos

niveles cuasi-degenerados

Tenemos esencialmente e- libres.

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖 =

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗Las correcciones a la energía son de 𝒪(𝑈):
Se abren gaps, y la

superficie de Fermi

deja de ser esférica.

Electrones en un potencial periódico débil
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Relación de dispersión para redes en 3D

En el caso de e- libres, se grafican los valores de 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 =

ℏ2

2𝑚
(ത𝑘 − ഥ𝐾)2 para recorridos específicos de ത𝑘

dentro de la 1ZB, considerando vectores ഥ𝐾 en torno al origen.

Ejemplo: e- libres en red FCC y comparación con el caso del Cu

𝜀

Γ 𝑋 𝑊 𝐿 Γ 𝐾

e- libres (FCC) Cu (FCC)

𝜀𝐹

Bandas d

𝜀

Γ 𝑋 𝑊 𝐿 Γ 𝐾

1e- por CP

3e-

4e-

5e-

6e-
7e-

2e-

8e-

Electrones en un potencial periódico débil



¿Para qué elementos funciona bien la aproximación de electrones cuasi-libres?

Cristales 

moleculares

Cristales iónicos

Cristales covalentes

Metales de transición

Describe adecuadamente propiedades de metales de la columna I, II, III, IV, que cuentan con electrones s

y p externos a capas cerradas de gases nobles.

¿Por qué funciona bien esta descripción?

• Si bien la interacción e--ion es mayor a separaciones pequeñas, los e- de conducción tienen prohibido (PEP)

acercarse demasiado, debido a la presencia e- en torno al núcleo que ocupan los estados disponibles.

• Los e- de conducción mismos reducen el potencial neto que un e- percibe, puesto que apantallan los

campos producidos por las iones positivos, disminuyendo el potencial efectivo.

Electrones en un potencial periódico débil



Densidad de estados de electrones

Densidad de estados

La densidad de estados g(𝜀), se define tal que g 𝜀 𝑑𝜀 es el número total de estados de 1e- con energías

entre 𝜀 y 𝜀 + 𝑑𝜀, por unidad de volumen del cristal.

𝑔𝑠 𝜔 = න𝛿(𝜔 − 𝜔𝑠 ത𝑘 )
𝑑ത𝑘

(2𝜋)3

𝑔𝑠 𝜔 = න
𝐴𝑠(𝜔)

1

∇𝜔𝑠 ത𝑘

𝑑𝐴

(2𝜋)3

De fonones

a electrones

𝑔𝑛 𝜀 = න𝛿(𝜀 − 𝜀𝑛 ത𝑘 )
𝑑ത𝑘

4𝜋3

𝑔𝑛 𝜀 = න
𝐴𝑛(𝜀)

1

∇𝜀𝑛 ത𝑘

𝑑𝐴

4𝜋3

−𝜋/𝑎 𝜋/𝑎k

𝜀

𝜀𝐹

𝜀

𝑔(𝜀)

𝑔1 𝜀

𝑔2 𝜀

Ejemplo ( cualitativo)

Densidad de estados total: 𝑔 𝜀 = σ𝑛 𝑔𝑛 𝜀



Resumen

• Potencial periódico débil cerca de un plano de Bragg

• Ejemplo en red cuadrada

• Relación de dispersión para redes en 3D

• Densidad de estados de electrones

𝜓𝑛+1
2𝜓𝑛

2

𝜀

Γ 𝑋 𝑊 𝐿 Γ 𝐾

2°1°


