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• Red cristalina y red recíproca

• Difracción de rayos X

• Cohesión en sólidos

• Vibraciones, fonones y propiedades térmicas

• Electrones en sólidos

• Semiconductores

Programa de la materia

Electrones libres

Electrones en un 

potencial periódico

Potencial débil Enlaces fuertes



Electrones en un potencial periódico

Potencial periódico

𝑈 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑈 ҧ𝑟 , ∀ ത𝑅 ∈ 𝑅𝐵

Los iones de la red generan un potencial periódico, en el cual se encuentran inmersos los e- más externos.

𝑈 ҧ𝑟

Trabajamos en un modelo de e- independientes, donde 𝑈 ҧ𝑟 es

un potencial efectivo que también incluye las interacciones e--e-.

Teorema de Bloch

−
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑈 ҧ𝑟 𝜓 ҧ𝑟 = 𝜀𝜓 ҧ𝑟 (Ec. de Shcrödinger de 1 e-)

Los autoestados de ℋ pueden elegirse como: 𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = 𝑒𝑖
ത𝑘∙ ҧ𝑟𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 con 𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟

ℋ

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑒𝑖
ത𝑘∙( ҧ𝑟+ ത𝑅)𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑒𝑖

ത𝑘∙ ത𝑅𝑒𝑖
ത𝑘∙ ҧ𝑟𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = 𝑒𝑖

ത𝑘∙ ത𝑅𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟

Índice de banda



Teorema de Bloch

Demostración del Teorema de Bloch

Condiciones de contorno periódicas (Born-von Karman)

𝜓 ҧ𝑟 + 𝑁𝑖 ത𝑎𝑖 = 𝜓 ҧ𝑟 ; 𝑖 = 1,2,3

ത𝑘 =
𝑚1

𝑁1
ത𝑏1 +

𝑚2

𝑁2
ത𝑏2 +

𝑚3

𝑁3
ത𝑏3

𝑒𝑖
ത𝑘𝑁𝑖 ത𝑎𝑖 = 1

ത𝑎𝑖:VP de la RD;   𝑁1𝑁2𝑁3 = 𝑁 (N° total de CP en el cristal)

2π𝑥𝑖𝑁𝑖 = 2π𝑚𝑖 , 𝑚𝑖 ∈ ℤ

𝜓 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑒𝑖
ത𝑘∙ ത𝑅𝜓 ҧ𝑟 𝜓 ҧ𝑟 + 𝑁𝑖 ത𝑎𝑖 = 𝑒𝑖

ത𝑘∙𝑁𝑖 ҧ𝑎𝑖𝜓 ҧ𝑟

ത𝑘 = 𝑥1 ത𝑏1 + 𝑥2 ത𝑏2 + 𝑥3 ത𝑏3, ത𝑏𝑖: VP de la RR, 𝑥𝑖 𝜖 ℝ 𝑥𝑖 =
𝑚𝑖

𝑁𝑖

Volumen por ത𝑘 permitido: Δത𝑘 =
ത𝑏1

𝑁1

ത𝑏2

𝑁2
×

ത𝑏3

𝑁3
=

1

𝑁

2𝜋 3

𝑣
=

2𝜋 3

𝑉

𝜓 ҧ𝑟 =෍

ത𝑞

𝑐ത𝑞 𝑒
𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟;

Satisface condiciones de contorno

𝑈 ҧ𝑟 =෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾 𝑒
𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟

∈ 𝑅𝑅 (𝑈 ҧ𝑟 + ത𝑅 = 𝑈 ҧ𝑟 )

Coeficiente de Fourier 𝑈ഥ𝐾 =
1

𝑣
𝐶𝑃׬ 𝑒

−𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟𝑈 ҧ𝑟 𝑑 ҧ𝑟

Elegimos 𝑈0 =
1

𝑣
𝐶𝑃𝑈׬ ҧ𝑟 𝑑 ҧ𝑟 = 0; 𝑈 ҧ𝑟 real 𝑈−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾

∗; 𝑈 ҧ𝑟 = 𝑈 − ҧ𝑟 𝑈−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾
∗

Simetría de inversión



Demostración del Teorema de Bloch

−
ℏ2

2𝑚
∇2 ෍

ത𝑞

𝑐ത𝑞 𝑒
𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟 =෍

ത𝑞

ℏ2

2𝑚
𝑞2𝑐ത𝑞 𝑒

𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟Energía cinética:

Energía potencial: ෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾 𝑒
𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟 ෍

ത𝑞

𝑐ത𝑞 𝑒
𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟 =෍

ഥ𝐾 ത𝑞

𝑈ഥ𝐾𝑐ത𝑞 𝑒
𝑖 ഥ𝐾+ത𝑞 ∙ ҧ𝑟 =෍

ഥ𝐾 ത𝑞′

𝑈ഥ𝐾𝑐 ത𝑞′−ഥ𝐾 𝑒
𝑖 ത𝑞′∙ ҧ𝑟

ത𝑞′ = ഥ𝐾 + ത𝑞

෍

ത𝑞

𝑒𝑖 ത𝑞∙ ҧ𝑟
ℏ2

2𝑚
𝑞2 − 𝜀 𝑐ത𝑞 +෍

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′𝑐 ത𝑞−ഥ𝐾′ = 0

ത𝑞′ → ത𝑞
ഥ𝐾 → ഥ𝐾′

ℏ2

2𝑚
(ത𝑘 − ഥ𝐾)2−𝜀 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 +෍

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′𝑐ത𝑘−ഥ𝐾−ഥ𝐾′ = 0

ത𝑞 = ത𝑘 − ഥ𝐾, ത𝑘 𝜖 1𝑍𝐵, ഥ𝐾 𝜖 𝑅𝑅

ℏ2

2𝑚
(ത𝑘 − ഥ𝐾)2−𝜀 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 +෍

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′ = 0

ഥ𝐾′ → ഥ𝐾′ − ഥ𝐾

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = ෍
ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 𝑒
𝑖(ത𝑘−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟 = 𝑒𝑖

ത𝑘∙ ҧ𝑟෍
ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 𝑒
−𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟

𝑢𝑛ത𝑘 ҧ𝑟

Tenemos N problemas independientes, uno para

cada ത𝑘 permitido en la 1ZB. Cada problema

tiene como soluciones superposiciones de

ondas planas con vectores de onda que solo

pueden diferir de ത𝑘 en un vector de la RR.

= 0

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0

∀ഥ𝐾 𝜖 𝑅𝑅

Teorema de Bloch



Potencial periódico débil

Potencial débil

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = ෍
ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 𝑒
𝑖(ത𝑘−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 =෍

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0 ≫ 𝑈,∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1

Tomamos ത𝑘 y ഥ𝐾1 tal que:

ഥ𝐾1 ഥ𝐾ത𝑘

𝒪(𝑈)

Energía

Queremos ver cómo afecta el potencial al estado de e- libre dado por: 𝜀 = 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 , 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 = 0, ∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1

Valor típico de 𝑈ഥ𝐾

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1

=෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾−ഥ𝐾1𝑐ത𝑘−ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 =
𝑈ഥ𝐾1−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1
𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0 + ෍
ഥ𝐾′≠ഥ𝐾1

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0

ഥ𝐾 = ഥ𝐾1:

ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1:

≈෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾−ഥ𝐾1𝑈ഥ𝐾1−ഥ𝐾

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1 𝜀 = 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1

0 +෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾−ഥ𝐾1

2

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0

𝑈−ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾 = 𝑈ഥ𝐾
∗

Las bandas se repelen entre sí

ഥ𝐾′ Momento

≈
𝑈ഥ𝐾1−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾1
𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾

0

1𝑍𝐵

= 0 cuando 𝑈 = 0



1𝑍𝐵

Potencial débil

𝜓𝑛ത𝑘 ҧ𝑟 = ෍
ഥ𝐾

𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 𝑒
𝑖(ത𝑘−ഥ𝐾)∙ ҧ𝑟

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 =෍

ഥ𝐾′

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′

Tomamos ത𝑘 y ഥ𝐾1, … , ഥ𝐾𝑚 tal que:
𝒪(𝑈)

Energía

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖

0 ≫ 𝑈, 𝑠𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑠∀ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾1, … , ഥ𝐾𝑚

𝜀ത𝑘−ഥ𝐾1
0 , … , 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑚

0 se encuentran en 𝒪(𝑈) entre sí 

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖

=෍

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗
+ ෍

ഥ𝐾≠ഥ𝐾1,…, ഥ𝐾𝑚

𝑈ഥ𝐾−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾ഥ𝐾 = ഥ𝐾𝑖:

ഥ𝐾 ≠ ഥ𝐾𝑖: 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾 =෍

𝑗=1

𝑚
𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 +

𝒪(𝑈)

≈෍

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗 + 𝒪(𝑈2)

Para niveles cuasi-degenerados 

tenemos correcciones de 𝒪(𝑈)
෍

ഥ𝐾′≠ഥ𝐾1,…, ഥ𝐾𝑚

𝑈ഥ𝐾′−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾′

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0 ≈෍

𝑗=1

𝑚
𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾
0

ഥ𝐾1 ഥ𝐾2ത𝑘 ഥ𝐾 Momento

Potencial periódico débil



Potencial débil: RB 1D

𝜋

𝑎

3𝜋

𝑎
−
𝜋

𝑎
−
3𝜋

𝑎

𝜀

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖

=෍

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗

𝐴

(m = 2)

𝐾1 𝐾2

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾1
0 𝑐𝑘−𝐾1 = 𝑈𝐾2−𝐾1𝑐𝑘−𝐾2

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾2
0 𝑐𝑘−𝐾2 = 𝑈𝐾1−𝐾2𝑐𝑘−𝐾1

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾1
0 −𝑈𝐾2−𝐾1

−𝑈𝐾2−𝐾1 𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾2
0 = 0

𝜀2 − 𝜀 𝜀𝑘−𝐾1
0 + 𝜀𝑘−𝐾2

0 + 𝜀𝑘−𝐾1
0 𝜀𝑘−𝐾2

0 − 𝑈𝐾2−𝐾1
2
= 0

𝜀 =
𝜀𝑘−𝐾1
0 + 𝜀𝑘−𝐾2

0

2
±

𝜀𝑘−𝐾1
0 − 𝜀𝑘−𝐾2

0

2

2

+ 𝑈𝐾2−𝐾1
2

𝜀𝑘−𝐾1
0 = 𝜀𝑘−𝐾2

0 𝜀 = 𝜀𝑘−𝐾1
0 ± 𝑈𝐾2−𝐾1 ¡Se abre un gap!

2 𝑈2𝜋
𝑎

𝐵

𝐾1 = 0;𝐾2 =
2𝜋

𝑎𝐶 2 𝑈6𝜋
𝑎

2 𝑈4𝜋
𝑎

Esquema de zona repetida
𝑎

𝑘 = 𝜋/𝑎

𝑛 = 1

𝑞

Potencial periódico débil



Potencial débil: RB 1D

𝜋

𝑎

3𝜋

𝑎
−
𝜋

𝑎
−
3𝜋

𝑎

𝜀

𝜀 − 𝜀ത𝑘−ഥ𝐾𝑖
0 𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑖

=෍

𝑗=1

𝑚

𝑈ഥ𝐾𝑗−ഥ𝐾𝑖𝑐ത𝑘−ഥ𝐾𝑗

𝐴

(m = 2)

𝐾1 𝐾2

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾1
0 𝑐𝑘−𝐾1 = 𝑈𝐾2−𝐾1𝑐𝑘−𝐾2

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾2
0 𝑐𝑘−𝐾2 = 𝑈𝐾1−𝐾2𝑐𝑘−𝐾1

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾1
0 −𝑈𝐾2−𝐾1

−𝑈𝐾2−𝐾1 𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾2
0 = 0

𝜀2 − 𝜀 𝜀𝑘−𝐾1
0 + 𝜀𝑘−𝐾2

0 + 𝜀𝑘−𝐾1
0 𝜀𝑘−𝐾2

0 − 𝑈𝐾2−𝐾1
2
= 0

𝜀 =
𝜀𝑘−𝐾1
0 + 𝜀𝑘−𝐾2

0

2
±

𝜀𝑘−𝐾1
0 − 𝜀𝑘−𝐾2

0

2

2

+ 𝑈𝐾2−𝐾1
2

𝜀𝑘−𝐾1
0 = 𝜀𝑘−𝐾2

0 𝜀 = 𝜀𝑘−𝐾1
0 ± 𝑈𝐾2−𝐾1 ¡Se abre un gap!

2 𝑈2𝜋
𝑎

𝐵

𝐾1 = 0;𝐾2 =
2𝜋

𝑎𝐶 2 𝑈6𝜋
𝑎

2 𝑈4𝜋
𝑎

Esquema de zona repetida
𝑎

𝑘 = 𝜋/𝑎

𝑛 = 1

𝑞

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 𝑐𝑘−𝐾𝑖 = 𝑈𝐾𝑗−𝐾𝑖𝑐𝑘−𝐾𝑗

𝜀 − 𝜀𝑘−𝐾𝑗
0 𝑐𝑘−𝐾𝑗 = 𝑈𝐾𝑖−𝐾𝑗𝑐𝑘−𝐾𝑖

∀ 𝑖, 𝑗 tal que 𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 y 𝜀𝑘−𝐾𝑗

0

difieren entre sí en 𝒪(𝑈)

𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 = 𝜀𝑘−𝐾𝑗

0 𝜀 = 𝜀𝑘−𝐾𝑖
0 ± 𝑈𝐾𝑗−𝐾𝑖

𝑈 = −2𝑉0cos
2𝜋𝑥

𝑎
= −𝑉0(𝑒

𝑖
2𝜋𝑥
𝑎 + 𝑒−𝑖

2𝜋𝑥
𝑎 )

Ejemplo

¿Se abren gaps en A,B,C? ¡Sí, pero solo en A!

𝑈 ҧ𝑟 =෍
ഥ𝐾

𝑈ഥ𝐾 𝑒
𝑖 ഥ𝐾∙ ҧ𝑟 𝑈2𝜋

𝑎
= 𝑈

−
2𝜋
𝑎
= −𝑉0

Potencial periódico débil



Comportamiento eléctrico

¿Metal o aislante?

Cada CP aporta 1e-: N e-

𝜀𝐹

Cada CP aporta 2e-: Banda llena

¿Hay gap? Sí AislanteMetal

Cada CP aporta 2e-, pero

las bandas se solapan MetalBanda semi-llena

𝜀𝐹

𝜀𝐹

𝜀 𝜀

−𝜋/𝑎 𝜋/𝑎 −𝜋/𝑎 𝜋/𝑎 −𝜋/𝑎 𝜋/𝑎

En cada banda podemos acomodar 2N e- (N: N° de CP en el cristal).

k

Si cada CP aporta un N° impar de e-

𝜀

k k

Metal

Si cada CP aporta un N° par de e- Metal o aislante

Si el material es aislante Cada CP aporta un N° par de e-
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