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Gúıa 3 - Parte 1

Hasta ahora vimos cómo describir una red cristalina (gúıa 1) y cómo determinar la enerǵıa
de cohesión para los casos en que esta puede escribirse como un potencial de interacción de
pares (gúıa 2). En ambos casos tratamos a las redes como objetos estáticos, que podŕıamos
pensar como su estado promedio. En esta gúıa estudiaremos la dinámica de las redes, es decir,
sus vibraciones, partiendo de un enfoque clásico y cuantizando los estados para encontrar sus
propiedades termodinámicas. En esta cuantización de las vibraciones (que recordarán de FT3
como fonones) surgirán representaciones de los estados cuánticos en sistemas periódicos (llama-
das bandas). Encontraremos que estos estados viven en el espacio rećıproco y que la definición
de las zonas de Brillouin (puramente formal en el contexto de la gúıa 1) cobrará un nuevo
sentido f́ısico y práctico. Familiarizarnos con este formalismo es importante, ya que nos servirán
también para estudiar las propiedades electrónicas luego.

Notación Dado que en esta gúıa aparecen muchos sub́ındices, es fácil perderse en la ensalada
de notación. Trataremos de unificar la notación con la utilizada en las clases teóricas:

Vectores:

r posición instantánea del átomo

R posición de equilibrio del átomo

u desplazamiento del átomo (u = r−R)

k vector de onda

K vector de la red rećıproca

ε vector complejo de amplitud y fase de la oscilación

Índices:

i, j, l coordenadas cartesianas (x, y, z)

m,n, p, q puntos de la RB (1, 2, . . . N)

α, β, γ, σ elementos de la base (1, 2, . . . P )

Enerǵıas:

U Enerǵıa total del sistema

Ueq Enerǵıa de equilibrio del sistema

Ua Aproximación armónica de U

φ Potencial de interacción de pares

Otras:

M masa del átomo

C constante de fuerza

D matriz dinámica

ω frecuencia de oscilación
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La aproximación bajo la aproximación de la aproximación

El primer paso para estudiar las propiedades vibracionales de un cristal es hallar sus modos
normales, que llevarán asociada una relación de dispersión ω(k), donde cada número de onda k
se corresponde a un modo de vibración de la red. Para esto vamos a considerar que los átomos
realizan únicamente pequeños apartamientos u con respecto a sus posiciones promedio R, de
forma de poder aproximar la enerǵıa total de la configuración por un potencial armónico,

U({rm,α}) = U({Rm,α + um,α})

' Ua({um,α}) = Ueq +
1

2

∑
m,n,α,β,i,j

∂2U

∂rim,α∂r
j
n,β

uim,α u
j
n,β

(1)

donde Ueq = U({Rm,α}) es el mı́nimo de la enerǵıa de configuración y los términos que involu-
cran a las derivadas primeras de la enerǵıa fueron omitidos, ya que ∂U/∂rim,α = 0 al evaluarlas
en rm,α = Rm,α. Es importante no perder de vista que esta aproximación es totalmente general
y podŕıa aplicarse a cualquier enerǵıa de configuración, independientemente de si la unión se
da a través de potenciales de pares (Van der Waals, Coulomb) o no (metálicos, covalentes).
Los detalles de esta enerǵıa serán solo relevantes para determinar los valores de las derivadas
segundas, que hacen las veces de constantes elásticas.

Por simplicidad, en los problemas de esta gúıa se asume que la enerǵıa total del sistema
puede escribirse como una suma de enerǵıas de interacción de pares,

U({rm,α}) =
1

2

∑
m,n,α,β

φm,n,α,β(rm,α − rn,β), (2)

con simetŕıa esférica,

φm,n,α,β(rm,α − rn,β) = Φ(rm,n,α,β), rm,n,α,β = |rm,α − rn,β|. (3)

Más aún, esta interacción tiene la forma de un modelo de “masas y resortes”, donde las longitu-
des naturales son las distancias de equilibrio. Aśı, el potencial de interacción queda expresado
como

Φm,n,α,β(r) = cte.+
Cm,n,α,β

2
(r −Rm,n,α,β)2, (4)

donde las Cm,n,α,β se denominan constantes de fuerza y están limitadas a pares de hasta cierto
grado (por ejemplo, solo a primeros vecinos). A pesar de y gracias a esta gran simplificación
del problema original podremos llegar a resultados cualitativamente generales, sin perdernos en
detalles espećıficos de cada sistema que complicaŕıan notablemente los cálculos.

Dado que este modelo aparece recurrentemente, vale la pena desarrollar por única vez la
aproximación armónica. Tomamos de la teórica el resultado que nos permite expresar Ua en
términos de las derivadas segundas del potencial,

φi,jm,n,α,β =
∂2φm,n,α,β
∂ri∂rj

∣∣∣∣
eq

, (5)

como

Ua =
1

2

∑
m,α,i

∑
n,β,j

[∑
q,σ

φi,jm,q,α,σδm,nδα,β − φ
i,j
m,n,α,β

]
uim,α u

j
n,β. (6)

Vamos a omitir momentáneamente los ı́ndices de los átomos para simplificar la notación y
concentrarnos en la forma funcional del potencial, y aśı evaluar las derivadas segundas

∂2φ(r)

∂ri∂rj
=
∂2Φ(|r|)
∂ri∂rj

=
∂

∂ri

[
Φ′(|r|) rj

|r|

]
= Φ′′(|r|) ri

|r|
rj

|r|
+ Φ′(|r|) δi,j

|r|
+ Φ′(|r|) r

irj

|r|3
, (7)
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donde
Φ′(r) = C(r −R) y Φ′′(r) = C. (8)

Al evaluar en la posición de equilibro, r = R, resulta Φ′(r) = 0 y solo nos queda el término
que involucra las derivadas segundas de Φ. Introduciendo nuevamente los ı́ndices omitidos,
obtenemos

φi,jm,n,α,β = Cm,n,α,β
(Rim,α −Rin,β)(Rjm,α −Rjn,β)

|Rm,α −Rn,β|2
. (9)

Para entender qué representa el factor que multiplica a la constante de fuerza, podemos rees-
cribir la expresión en forma vectorial utilizando Rim,α = î·Rm,α y R̂m,n,α,β = Rm,n,α,β/Rm,n,α,β,
con lo cual

φi,jm,n,α,β = Cm,n,α,β (̂i · R̂m,n,α,β)(̂j · R̂m,n,α,β). (10)

Es decir, en los elementos φi,jm,n,α,β la constante de fuerza toma un valor efectivo que resulta
proporcional al producto de las proyecciones de los versores cartesianos de las coordenadas
involucradas sobre la dirección que conecta a los átomos. Como veremos enseguida, este término
representa la fuerza en la dirección î sobre el átomo (m,α) debida a un desplazamiento en
la dirección ĵ del átomo (n, β). Aśı es que (bajo este modelo, en su aproximación armónica)
las fuerzas no tienen componentes tangenciales ni los desplazamientos tangenciales afectan la
componente radial de la fuerza.

Ecuaciones de movimiento y matriz dinámica

En lo que resta, partiremos del desarrollo hecho en la teórica cuyo resultado son las ecua-
ciones de movimiento bajo la aproximación armónica, que podemos escribir en forma general
como

Mγ ü
l
p,γ = − ∂Ua

∂ulp,γ

= −
∑
m,α,i

[∑
q,σ

φi,lm,q,α,σδm,pδα,γ − φi,lm,p,α,γ

]
uim,α.

(11)

Para no perdernos en la notación, pongamos en palabras lo que representa. El miembro izquierdo
es el producto de la masa de un átomo que ocupa un sitio γ en la celda p (la masa no depende de p
porque se asume que las celdas de la RB son idénticas entre śı) por su componente l aceleración;
el miembro derecho es, por lo tanto, una fuerza. Sabemos que bajo la aproximación armónica,
estas fuerzas son lineales con respecto a los desplazamientos; por lo tanto, lo que se tiene es
una suma de términos, cada uno proporcional al desplazamiento de uno de los N × P átomos
de la red en sus tres posibles dimensiones (partimos del caso 3D, pero veremos luego ejemplos
en menos dimensiones). Las constantes de proporcionalidad no son más que combinaciones de
las derivadas segundas del potencial, que se comportan como constantes elásticas. Ahora, para
entender el rol de las deltas de Dirac en los elementos de matriz observemos los dos casos que
estas discriminan:

Si m 6= p o α 6= γ, estamos evaluando los términos de la suma sobre todos los átomos
(m,α) que no son el propio átomo (p, σ), sobre el que evaluamos la fuerza. Aqúı las deltas
se anulan y cada término individual queda de la forma

+ φi,lm,p,α,γ u
i
m,α.
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Hago expĺıcito el signo porque esto significa que, por ejemplo, si el átomo vecino (m,α)
se mueve hacia la derecha empujará al átomo (p, γ) hacia la derecha también, con una
fuerza que solo depende de la interacción entre ellos dos.

Si m = p y α = γ, estamos evaluando los términos de la suma que involucran desplaza-
mientos del propio átomo (p, γ), sobre el cual evaluamos la fuerza. Aqúı las deltas no
se anulan y queda una fuerza restitutiva de la forma

−

(∑
q,σ

φi,lp,q,γ,σ

)
uip,γ .

Utilicé el paréntesis para enfatizar que toda la sumatoria va a resultar en un único coefi-
ciente. Lo que ocurre en este caso es que al moverse el átomo (p, γ),cambia su interacción
con todos los demás, por eso la suma sobre (q, σ). En esta suma debemos tener en cuenta
que el término q = p y σ = γ es nulo, ya que el átomo no interactúa con śı mismo.

Dado que buscamos evaluar vibraciones y sabemos que estamos frente a un potencial (apro-
ximado) armónico, buscamos soluciones de la forma

ulp,γ = εlγe
i(k·Rp−ωt). (12)

Es importante prestar atención a que aqúı la dependencia espacial está separada en dos factores:

Para todas las celdas, cada sitio de la base tiene una amplitud y fase dadas por el
coeficiente complejo εlγ .

Para cada celda, hay una fase adicional eik·Rp que solo depende del vector de la RB
correspondiente a la celda (no importa la base).

Cuando insertamos estas soluciones en la ecuación de movimiento (11), y reescalamos las varia-
bles según

ε̃lγ =
√
Mγ ε

l
γ , (13)

se llega a un problema de autovalores y autovectores que podemos escribir de forma compacta
como

ω2 ε̃lγ =
∑
α,i

Di,l
α,γ(k) ε̃iα, (14)

donde la periodicidad de la RB queda absorbida en la matriz dinámica definida como

Di,l
α,γ(k) =

1√
Mα Mγ

[
δα,γ

∑
q,σ

φi,l0,q,α,σ −
∑
m

eik·Rmφi,lm,0,α,γ .

]
(15)

Hago una aclaración: en la teórica, la parte entre corchetes (Di,l
α,γ) está escrita para un valor de

p arbitrario; dado que la matriz resultante es independiente del p elegido por la periodicidad de
la red, particularicé aqúı en p = 0 tomando Rp=0 = 0. Ahora solo resta hallar los autovalores
ω(k), que nos darán la relación de dispersión, y estudiar los modos resultantes. Veremos esto
sobre ejemplos concretos.

4



Ejemplo

Vamos a resolver el ejercicio 6, que mezcla todos los ingredientes que mencionamos hasta
ahora. El enunciado dice (adaptando a la notación utilizada):

6. Un cristal bidimensional de celda unidad rectangular (b = 2a) tiene dos átomos (A y B,
masas MA y MB) por celda unidad, ubicados en posiciones dA = (0, 0) y dB = (b/2, 0). Los
átomos interactúan entre śı a través de constantes de fuerza CAA, CBB y CAB, a primeros
vecinos, entre los átomos AA, BB y AB respectivamente, y constantes C4 entre átomos
AB a segundos vecinos. Hallar la matriz dinámica de este problema para vectores de onda
k en la dirección del lado b. Hallar y graficar las curvas de dispersión correspondientes en
esa dirección. (Ayuda: en esa dirección de k se separan los modos longitudinales de los
transversales).

Comencemos por dibujar el sistema e identificar todas las interacciones relevantes, como en
la Figura 1. Cuando decimos todas, nos referimos a todas las que involucren a los átomos en
una celda unidad de referencia. La red puede pensarse como una red cuadrada de lado a donde
se alternan capas de átomos A y B, de forma que la celda unidad de la red rectangular abarca
un par de átomos A-B vecinos.

Figura 1: Red rectangular con base AB. Las
ĺıneas amarillas demarcan los ĺımites de las
celdas unidades, donde cada una contiene un
átomo de cada tipo. La celda sombreada es
la que elegimos de referencia (celda “cero”,
R0 = 0). Las ĺıneas azules denotan interaccio-
nes a primeros vecinos y las ĺıneas magentas,
a segundos.

Como segundo paso, vamos a evaluar los coeficientes φi,lm,0,α,γ . Para el sistema que estudiamos
(el modelo de resortes) esto implica encontrar los valores efectivos de las constantes de fuerza
según las posiciones relativas de los átomos rm,0,α,γ y el sistema de coordenadas elegido. Por
otro lado, es importante recordar que estos coeficientes van acompañados de un factor de fase
que depende del vector Rm de la RB que describe las posiciones relativas de las celdas
que contienen a los átomos en correspondientes. Este factor de fase no depende en absoluto de
las interacciones y es totalmente general, pero conviene ir registrando el Rm correspondiente a
cada interacción.

Si bien el grado de vecino no es relevante en términos del formalismo, nos sirve como una
forma de organizar y contabilizar las interacciones.

Cada átomo tiene dos primeros vecinos de igual tipo, ubicados en las celdas adya-
centes con Rm = (0,±a). Para evaluar las constantes de fuerza efectivas, de acuerdo a la
elección de los ejes, tenemos que las posiciones relativas (ahora śı de los átomos) son ±aŷ.
Por lo tanto, solo los coeficientes con i = l = y serán no nulos, y valen

φy,ym,0,A,A = CAA, φy,ym,0,B,B = CBB. (16)

Cada átomo tiene dos primeros vecinos de distinto tipo, uno dentro de la misma
celda (Rm = 0 ) y otro en una celda adyacente. Aqúı debemos señalar una diferencia: al

5



átomo tipo A tiene a su vecino B en la en la celda con Rm = (−2a, 0), mientras que el
átomo tipo B tiene a su vecino A en la celda con Rm = (+2a, 0). De forma similar al caso
anterior, ahora tenemos que las posiciones relativas de los átomos son ±ax̂. Por lo tanto,
solo los coeficientes con i = l = x serán no nulos, y valen

φx,xm,0,A,B = φx,xm,0,B,A = CAB. (17)

Cada átomo tiene cuatro segundos vecinos de distinto tipo. A diferencia de los casos
anteriores, dado que ahora los vectores de posición relativa de los átomos no son paralelos
a ningún eje, las coordenadas x e y quedan acopladas. Más aún, el acoplamiento

φi,lm,0,α,γ = C4

(Rim,α −Rip,γ)(Rlm,α −Rlp,γ)

|Rm,α −Rp,γ |2
= C4

(±a)(±a)

a2 + a2
= ±C4

2
(18)

toma dos valores distintos. Para los elementos con i = l, dado que el numerador queda
(Rim,α − Rip,γ)2, sabemos que corresponderá el signo positivo. Para ver cuál signo corres-
ponde a cada caso de los elementos cruzados, vamos a enumerarlos ayudándonos con la
figura 2.

Figura 2: Desglose de las interacciones segundos vecinos.

A tiene por segundos vecinos a los átomos B

1. en la celda Rm = (0,+a), con rm,0,B,A = (+a,+a). Ambas componentes de la
posición relativa son positivas, entonces φx,ym,0,B,A = φy,xm,0,B,A = +C4

2 .

2. en la celda Rm = (−2a,+a), con rm,0,B,A = (−a,+a). Las componentes de la
posición relativa tienen signos opuestos, entonces φx,ym,0,B,A = φy,xm,0,B,A = −C4

2 .

3. en la celda Rm = (−2a,−a), con rm,0,B,A = (−a,−a). Ambas componentes de
la posición relativa son negativas, entonces φx,ym,0,B,A = φy,xm,0,B,A = +C4

2 .

4. en la celda Rm = (0,−a), con rm,0,B,A = (+a,−a). Las componentes de la
posición relativa tienen signos opuestos, entonces φx,ym,0,B,A = φy,xm,0,B,A = −C4

2 .

B tiene por segundos vecinos a los átomos A

1. en la celda Rm = (+2a,+a), con rm,0,A,B = (+a,+a). Ambas componentes de
la posición relativa son positivas, entonces φx,ym,0,A,B = φy,xm,0,A,B = +C4

2 .

2. en la celda Rm = (0,+a), con rm,0,A,B = (−a,+a). Las componentes de la
posición relativa tienen signos opuestos, entonces φx,ym,0,A,B = φy,xm,0,A,B = −C4

2 .
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3. en la celda Rm = (0,−a), con rm,0,A,B = (−a,−a). Ambas componentes de la
posición relativa son negativas, entonces φx,ym,0,A,B = φy,xm,0,A,B = +C4

2 .

4. en la celda Rm = (2a,−a), con rm,0,A,B = (+a,−a). Las componentes de la
posición relativa tienen signos opuestos, entonces φx,ym,0,A,B = φy,xm,0,A,B = −C4

2 .

Habiendo identificado todas las interacciones relevantes, el siguiente paso es condensar toda
esta información en la matriz dinámica, Di,l

α,γ(k). Por ser un sistema con una base de dos átomos,
en dos dimensiones, esta matriz tendrá 2×2 bloques (AA, AB, BA, BB) de 2×2 elementos(xx,
xy, yx, yy). Esta partición por bloques es, a priori, arbitraria, pero resulta práctica para no
perdernos. Antes de continuar, una advertencia: el ejercicio pide hallar la relación de dispersión
para k = kx̂. Por completitud, vamos a trabajar con un k arbitrario hasta donde sea posible,
pero para cumplir la consigna podŕıa usarse ky = 0 y evitar arrastrar términos que luego se
anularán.

Para el bloque AA, particularizamos la ecuación (15) y nos queda

Di,l
A,A(k) =

1

MA

[∑
q,σ

φi,l0,q,A,σ −
∑
m

eik·Rmφi,lm,0,A,A

]
. (19)

Por la simetŕıa de las interacciones, φi,l0,q,A,σ = φi,lq,0,σ,A. Entonces podemos reagrupar las sumas
como ∑

q,σ

φi,l0,q,A,σ −
∑
m

eik·Rmφi,lm,0,A,A =
∑
q

φi,lq,0,B,A +
∑
m

(1− eik·Rm)φi,lm,0,A,A, (20)

La primera suma tiene seis términos, correspondientes a los dos primeros y cuatro segundos
vecinos tipo B de A, que representados en forma matricial son∑

q

φ
(i,l)
q,0,B,A = 2

(
CAB 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

1ros vec.

+ 2

(
C4/2 C4/2
C4/2 C4/2

)
+ 2

(
C4/2 −C4/2
−C4/2 C4/2

)
︸ ︷︷ ︸

2dos vec.

= 2

(
CAB + C4 0

0 C4

)
.

(21)

En la segunda suma solo aparecen los primeros vecinos de igual tipo,∑
m

(1− eik·Rm)φ
(i,l)
m,0,A,A = (1− eik·aŷ)

(
0 0
0 CAA

)
+ (1− eik·(−a)ŷ)

(
0 0
0 CAA

)
= 2[1− cos(kya)]

(
0 0
0 CAA

) (22)

Juntando todas las partes,

D
(i,l)
A,A(k) =

2

MA

(
CAB + C4 0

0 C4 + [1− cos(kya)]CAA

)
. (23)

Análogamente, el mismo procedimiento nos daŕıa que el bloque BB es

D
(i,l)
B,B(k) =

2

MB

(
CAB + C4 0

0 C4 + [1− cos(kya)]CBB

)
. (24)

Ahora, al evaluar los bloques restantes tenemos δA,B = 0, por lo que solo queda una suma
en la expresión de la matriz dinámica,

Di,l
A,B(k) = − 1√

MAMB

[∑
m

eik·Rmφi,lm,0,A,B

]
. (25)
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Nuevamente, podemos agrupar esta suma por tipos de vecinos,∑
m

eik·Rmφ
(i,l)
m,0,A,B = (eik·(−2a)x̂ + eik·0)

(
CAB 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

1ros vec.

+

(eik·aŷ + eik·[(−2a)x̂+(−a)ŷ])

(
C4/2 C4/2
C4/2 C4/2

)
︸ ︷︷ ︸

2dos vec. (1) y (3)

+

(eik·(−a)ŷ + eik·[(−2a)x̂+aŷ])

(
C4/2 −C4/2
−C4/2 C4/2

)
︸ ︷︷ ︸

2dos vec. (2) y (4)

= 2e−ikxa cos(kxa)

(
CAB 0

0 0

)
+

2e−ikxa cos[a(kx + ky)]

(
C4/2 C4/2
C4/2 C4/2

)
+

2e−ikxa cos[a(kx − ky)]
(

C4/2 −C4/2
−C4/2 C4/2

)
.

(26)

Por lo tanto, obtenemos para el bloque AB

D
(i,l)
A,B(k) = − 2e−ikxa√

MAMB

(
CAB cos(kxa) + C4

cos[a(kx+ky)]+cos[a(kx−ky)]
2 C4

cos[a(kx+ky)]−cos[a(kx−ky)]
2

C4
cos[a(kx+ky)]−cos[a(kx−ky)]

2 C4
cos[a(kx+ky)]+cos[a(kx−ky)]

2

)
.

(27)
Repitiendo para el bloque BA, solo se modifica el factor de fase, con lo cual

D
(i,l)
B,A(k) = − 2eikxa√

MAMB

(
CAB cos(kxa) + C4

cos[a(kx+ky)]+cos[a(kx−ky)]
2 C4

cos[a(kx+ky)]−cos[a(kx−ky)]
2

C4
cos[a(kx+ky)]−cos[a(kx−ky)]

2 C4
cos[a(kx+ky)]+cos[a(kx−ky)]

2

)
.

(28)
Si quisiéramos hallar la relación de dispersión en forma general, tendŕıamos ahora que diago-

nalizar la matriz D completa, hallando las cuatro ráıces de 0 = det [ω(k)I−D(k)]. Esto puede
hacerse de forma relativamente sencilla (¡en una computadora!), teniendo los valores numéricos
de las constantes. En este punto, volveremos a centrarnos en lo que pide el ejercicio y parti-
cularizar el resultado hasta aqúı obtenido para ky = 0. Haciendo esto, la matriz dinámica se
simplifica a

D(kx) =

(
D

(i,l)
A,A(kx) D

(i,l)
A,B(kx)

D
(i,l)
B,A(kx) D

(i,l)
B,B(kx)

)

= 2


CAB+C4
MA

0 −e−ikxa (CAB+C4) cos(kxa)√
MAMB

0

0 C4/MA 0 −e−ikxa C4 cos(kxa)√
MAMB

−eikxa (CAB+C4) cos(kxa)√
MAMB

0 CAB+C4
MB

0

0 −eikxa C4 cos(kxa)√
MAMB

0 C4/MB

 .

(29)

Si prestamos atención a las posiciones de los ceros, vemos que todos los elementos que acoplan
las direcciones x e y son nulos. Esto implica que tendremos dos modos que involucran despla-
zamientos puramente en la dirección x (longitudinales, ya que el vector de onda también está

8



en esa dirección) y dos modos con desplazamientos puramente en la dirección y (transversales),
que quedan desacoplados. Por lo tanto, podŕıamos reordenar las filas y columnas de forma de
escribir la matriz dinámica como una matriz diagonal por bloques,

D(kx) =

(
Dx,x

(α,β)(kx) 0

0 Dyy
(α,β)(kx)

)
, (30)

y diagonalizar cada bloque

Dx,x
(α,β)(kx) = 2

CAB + C4√
MAMB︸ ︷︷ ︸
ωxx
0

( √
MB/MA −e−ikxa cos(kxa)

−eikxa cos(kxa)
√
MA/MB

)
, (31)

Dyy
(α,β)(kx) = 2

C4√
MAMB︸ ︷︷ ︸
ωyy
0

( √
MB/MA −e−ikxa cos(kxa)

−eikxa cos(kxa)
√
MA/MB

)
. (32)

Para ambos, el problema de autovalores puede reescribirse en términos de ξ =
√
MB/MA y

ω̃ = ω/ω0 de la forma

0 = det

(
ξ − ω̃2 −e−ikxa cos(kxa)

−eikxa cos(kxa) ξ−1 − ω̃2

)
= (ξ − ω̃2)(ξ−1 − ω̃2)− cos2(kxa)

= ω̃4 − ω̃2 ξ
2 + 1

ξ
+ 1− cos2(kxa)︸ ︷︷ ︸

sin2(kxa)

(33)

cuyas soluciones son

ω̃2
±(kx) =

ξ2 + 1

2 ξ

1±

√
1−

(
2 ξ sin(kxa)

ξ2 + 1

)2
 . (34)

La solución con el signo negativo en la ráız ω̃−(0) = 0 y, por lo tanto, corresponde a una
rama acústica. La otra solución, ω̃+, corresponde a una rama óptica. Contando ambas ramas,
para ambos modos (transversal y longitudinal) tenemos las cuatro ramas esperadas por ser un
problema en dos dimensiones y con base de dos átomos.

Para graficar la relación de dispersión debemos tener en cuenta que estos modos viven en
la primera zona de Brillouin, es decir, dentro de la celda unidad de la red rećıproca tal que
|k| < |k − K| para todo K 6= 0. Para la celda unidad rectangular, los vectores de la red
rećıproca son

Khl = h
2π

b
x̂ + l

2π

a
ŷ. (35)

Por lo tanto, la primera zona de Brillouin es comprende a los vectores k tales que |kx| < π
b = π

2a
y |ky| < π

a (figura 3).
La relación de dispersión para cada rama se muestra en la figura 4. Se observa que las dos

ramas acústicas son aproximadamente lineales cerca de kx = 0, siendo la rama transversal más
“blanda”, ya que en este modo solo actúan las interacciones a segundos vecinos, mientras que
en el modo longitudinal interviene además la constante CAB. La misma diferencia se ve en los
modos ópticos.

Propuesta En el ĺımite ξ = 1 (MA = MB)las ramas ópticas y acústicas se tocan en el borde
de la zona de Brillouin. Pueden verificar que este resultado se corresponde con el de un sistema
monoatómico, en el que la zona de Brillouin se “dobla hacia adentro” al tomar b = 2a.

9



Figura 3: Primera zona de Bri-
llouin de la red rectangular con
b = 2a.

Figura 4: Relación de dispersión ω(k) para k = kxx̂. Las
curvas corresponden a ωxx0 = 1,22, ωyy0 = 1 y ξ = 2.
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Estructura de la Materia 2
Primer Cuatrimestre - 2020

Guía 3 - Parte 2

Problema 1: Red unidimensional con base
Considere una red unidimensional formada por átomos de tipo A y tipo B con masasMA yMB, respectivamente
(ver Figura 1). Cada átomo presenta interacciones a primeros vecinos, con constante de fuerza C1, y a segundos
vecinos con constante de fuerza C2. La distancia a primeros vecinos es a.

a) ¿Cuántas ramas acústicas y ópticas espera encontrar? Justifique.

b) Calcule la matriz dinámica y la relación de dispersión del sistema.

c) Analice los modos normales en el centro y en el borde de la primera zona de Brillouin.

d) Encuentre la densidad de estados de fonones cuando C2 = 0.

MA

a

MB

Figura 1: Red unidimensional del ejemplo 1

Resolución

a) El primer paso en la resolución del problema es determinar la celda unidad del sistema. Para ello, primero
dibujamos todas las interacciones sobre los átomos A y B, como se muestra en la Figura 2. Desde el punto
de vista de las interacciones cada átomo ve lo mismo, primeros vecinos con constante de acoplamiento C1 y
segundos vecinos con C2. Sin embargo, como los átomos son diferentes, la celda unidad contiene un átomo tipo
A y otro tipo B y la red se escribe como una red de Bravais con vector primitivo a1 = 2ax̂ y base atómica
{dA = 0,dB = ax̂}1, donde hemos elegido el versor x̂ con la dirección de la red y sentido positivo hacia la
derecha. Recordemos que un sistema de dimensión d con N celdas y P átomos por celda, tenemos dNP modos

C1

C2

Figura 2: Celda unidad e interacciones

normales. Como cada rama tiene N valores posibles de k, existen dP ramas en el sistema, de las cuales d son
ramas acústicas y d(P − 1) ramas ópticas. El sistema a estudiar es unidimensional d = 1 y tiene dos átomos
por celda, por lo tanto tendrá una rama óptica y una rama acústica. Este resultado también nos indica que la
matriz dinámica D tiene que ser dim(D) = 2× 2.

b) Los elementos de la matriz dinámica Di,l
α,γ se escriben

Di,l
α,γ(k) = 1√

MαMγ

[
δα,γ

∑
q,σ

φi,l0,q,α,σ −
∑
m

eik·Rmφi,lm,0,α,γ

]
, (1)

donde i, l representan las coordenadas cartesianas, α, γ, σ son los elementos de la base, m, q los índices de las
celdas o puntos en la red de Bravais, Rm el vector de la RB en la celda m, k un vector de onda, y φi,lm,n,α,β los
coeficientes que describen las interacciones. Estos coeficientes dependen de las constantes de fuerza C:

φi,lm,n,α,β = Cm,n,α,β

(̂
i · R̂m,n,α,β

) (̂
l · R̂m,n,α,β

)
, (2)

1Si los átomos fuesen indistinguibles, la red es una red de Bravais, con a1 = ax̂

1



con î, l̂ = {x̂, ŷ, ẑ} y R̂m,n,α,β el versor que apunta en la dirección que une al átomo en la posición m,α con el
átomo en n, β con sentido hacia m,α. Como la red es 1D, î = l̂ = x̂ y R̂m,n,α,β = ±x̂, por lo tanto:

φi,lm,n,α,β = Cm,n,α,β (x̂ · (±x̂)) (x̂ · (±x̂)) = Cm,n,α,β(±1)2 = Cm,n,α,β , (3)

y la matriz dinámica queda escrita en términos de las constantes de fuerza:

Dx,x
α,γ(k) = 1√

MαMγ

[
δα,γ

∑
q,σ

C0,q,α,σ −
∑
m

eik·RmCm,0,α,γ

]
(4)

A continuación, escribimos los elementos de la matriz dinámicas. Los índices de los elementos de la base α, γ, σ =
A,B y numeramos los puntos de la RB m, q con números enteros no negativos como se muestra en la Figura 3.
Como las interacciones son a primeros o segundos vecinos, los átomos en la celda 0 solo pueden interactuar con

C1

C2

(0) (1)(2)

A B A AB B

(a) Interacciones del átomo 0A

C1

(0) (1)(2)

A B A AB B

C2

(b) Interacciones del átomo 0B

Figura 3: Interacciones de los átomos de la base atómica.

los átomos de 0, 1 ó 2, por lo tanto C0,q,α,γ = 0 = Cq,0,α,γ si q 6= 0, 1, 2 ∀α, γ. De la Figura 3(a), obtenemos los
coeficientes C0,q,α,γ

C0,0,A,B = C1 C0,2,A,B = C1 C0,1,A,A = C2 C0,2,A,A = C2. (5)

Para 0B

C0,0,B,A = C1 C0,1,B,A = C1 C0,1,B,B = C2 C0,2,B,B = C2, (6)

y por simetría C0,q,α,γ = Cq,0,γ,α. Con estos coeficientes, escribimos la matriz dinámica. El elemento Dx,x
A,A,

Dx,x
A,A(k) = 1

MA

[
δA,A

∑
q,σ

C0,q,A,σ −
∑
m

eik·RmCm,0,A,A

]

= 1
MA

[
C0,0,A,B + C0,1,A,A + C0,2,A,A + C0,2,A,B − eik·R1C1,0,A,A − eik·R2C2,0,A,A

]
= 1
MA

[
C1 + C2 + C2 + C1 − eik·(2ax̂)C2 − eik·(−2ax̂)C2

]
= 1
MA

[2C1 + 2C2(1− cos(2ka))] (7)

donde en el último paso usamos los resultados de la Ec. (5), Ec. (6) y las posiciones de las celdas 1 y 2 en la
RB. Para el otro elemento de la diagonal,

Dx,x
B,B(k) = 1

MB

[
δB,B

∑
q,σ

C0,q,B,σ −
∑
m

eik·RmCm,0,B,B

]

= 1
MB

[
C0,0,B,A + C0,1,B,A + C0,1,B,B + C0,2,B,B − eik·R1C1,0,B,B − eik·R2C2,0,B,B

]
= 1
MB

[
C1 + C1 + C2 + C2 − eik·(2ax̂)C2 − eik·(−2ax̂)C2

]
= 1
MB

[2C1 + 2C2(1− cos(2ka))] (8)

Por último,

Dx,x
A,B(k) = 1√

MAMB

[
−
∑
m

eik·RmCm,0,A,B

]
= −1√

MAMB

[
eik·R0C0,0,A,B + eik·R1C1,0,A,B

]
2



= −C1√
MAMB

[
1 + ei2ka

]
(9)

Dx,x
B,A(k) = 1√

MAMB

[
−
∑
m

eik·RmCm,0,B,A

]
= −1√

MAMB

[
eik·R0C0,0,B,A + eik·R2C2,0,B,A

]
= −c1√

mamb

[
1 + e−i2ka

]
=
(
Dx,x

A,B(k)
)∗

(10)

Entonces:

Dxx(k) =
(

2
MA

[C1 + C2(1− cos(2ka))] −C1√
MAMB

[
1 + ei2ka

]
−C1√
MAMB

[
1 + e−i2ka

] 2
MB

[C1 + C2(1− cos(2ka))]

)
(11)

y la relación de dispersión es:

ω2
±(k) = C1

µ
f(k)

[
1±

√
1− 2µ2

MAMB

(
2− 1 + cos 2ka

f(k)2

)]
f(k) = 1 + 2C2

C1
sin2(ka) (12)

y µ representa la masa reducida µ = MA+MB
MAMB

. La solución ω− es la rama acústica y ω+ la rama óptica, como se
muestra en la Figura 4

RA

RO

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Figura 4: Relación de dispersión con C1 = 2C2 y MA = 2MB.

c) Recordemos que las soluciones son de la forma:

up,γ = εγe
i(k·Rp−ωt) (13)

donde p indica el punto en la RB y γ el átomo de la base. En el centro de la primera zona de Brillouin (k = 0),
las celdas están en fase:

up,γ(k = 0) = εγe
−iωt (14)

y las frecuencias de los modos son:

ωRA(k = 0) = ω−(k = 0) = 0 ωRO(k = 0) = ω+(k = 0) =
√

2C1/µ (15)

Encontrar las amplitudes ε̃γ =
√
Mγεγ implica resolver las ecuaciones de autovectores:

(Dxx(k = 0)− ω2(k = 0)I)ε̃ ⇒ ε̃RA
A
ε̃RA
B

=
√
MA

MB
∧ ε̃RO

A
ε̃RO
B

= −
√
MB

MA
(16)

Mientras que para el borde de zona k = π/2a

ωRA(k = π/2a) =
√

2C1 + 4C2

MA
ε̃RA
A = 1 ε̃RA

B = 0 (17)
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RO

RA

(a) k = 0

RO

RA

(b) k = π/2a

Figura 5: Amplitudes relativas para el centro y borde de la primera zona de Brillouin.

ωRO(k = π/2a) =
√

2C1 + 4C2

MB
ε̃RO
B = 1 ε̃RO

A = 0 (18)

y las celdas están en contrafase (Recordar que Rp = n2ax̂, n ∈ Z). En la Figura 5 se diagraman las amplitudes
para las diferentes ramas. Notemos además que estos resultados, nos indican el ancho del gap de frecuencias:
entre ω =

√
2C1 + 4C2/MA y ω =

√
2C1/µ no hay estados disponibles.

d) La densidad de estados de fonones g(ω) se define de forma tal que g(ω)dω es el número total de modos con
frecuencias entre ω y ω+dω por unidad de volumen del cristal. Sigamos los pasos de la clase teórica. Supongamos
que necesitamos calcular el número total de modos normales de un sistema. Esto implica sumar sobre todos los
vectores de onda de la primera zona de Brillouin y sobre todas las ramas. Si llamamos s al índice que suma
sobre ramas: ∑

k,s

1 =
∑
s

1 ·
∑

k

1 = dP ·N (19)

donde utilizamos que el número de estados permitidos en la 1ZB es el número de celdas N y el total de ramas
está dado por dP , donde d es la dimensión del sistema y P el número de átomos en la base atómica. Si dividimos
por el volumen del cristal:

1
V

∑
k,s

1 = dP
N

V
= dPnc (20)

obtenemos el total de estados por unidad de volumen, con nc = N/V es la densidad de celdas. El próximo paso
es convertir la suma sobre k al continuo. Para esto multiplicamos y dividimos por ∆k = (2π)3/V (suponemos
un cristal tridimensional) que es el “volumen” que ocupa un estado en el espacio recíproco y tomamos el límite
V →∞

dPnc = ĺım
V→∞

1
V

∑
s

∑
k

1 = ĺım
V→∞

1
V

∑
s

∑
k

∆k
∆k = ĺım

V→∞

1
V∆k

∑
s

∑
k

∆k

= 1
(2π)3

∑
s

ĺım
V→∞

∑
k

∆k =
∑
s

∫
dk

(2π)3 (21)

A continuación, introducimos la integración sobre las frecuencias: multiplicamos el integrando por “1”:

dPnc =
∑
s

∫
dk

(2π)3 =
∑
s

∫
dk

(2π)3 1 =
∑
s

∫
dk

(2π)3

∫
dω δ(ω − ωs(k))

=
∑
s

∫
dω

∫
dk

(2π)3 δ(ω − ωs(k)) =
∑
s

∫
dω gs(ω) (22)

donde hemos definido la densidad de estados de la rama s gs(ω) como:

gs(ω) =
∫

1ZB

dk
(2π)3 δ(ω − ωs(k)) (23)

con g(ω) =
∑
s gs(ω) que es el resultado obtenido en la teórica. El último paso es notar que el argumento de

la delta de Dirac es cero sólo cuando ω = ωs(k), es decir cuando k ∈ As(ω) donde As(ω) es la superficie de
nivel de frecuencia constante en el espacio recíproco. Por lo tanto, la integral sobre todo el volumen del espacio
recíproco queda restringido a esta zona. Usando la propiedad de la composición de la delta de Dirac, escribimos
la forma final de gs(ω)

gs(ω) =
∫

1ZB

dk
(2π)3 δ(ω − ωs(k)) =

∫
As(ω)

1
|∇ωs(k)|

dA

(2π)3 (24)
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En un sistema tridimensional las superficies As(ω) se define con dos grados de libertad, en d = 2 necesita un
grado de libertad, mientras que en una dimensión la integral desaparece pues la superficie de nivel son solo dos
puntos del espacio recíproco. Notemos además, que si @k/ω = ωs(k), por ejemplo cuando hay un gap en el
espectro de frecuencias, δ(ω − ωs(k)) = 0 y la densidad de estados se anula.

El problema que debemos analizar corresponde a un caso 1D. Para fijar ideas, repitamos el procedimiento
anterior para esta dimensión. Partimos de la Ec. (21):

ĺım
L→∞

1
L

∑
s

∑
k

∆k
∆k = ĺım

L→∞

1
L∆k

∑
s

∑
k

∆k = 1
2π
∑
s

ĺım
L→∞

∑
k

∆k =
∑
s

∫
1ZB

dk

2π (25)

En vez de integrar sobre toda la primera zona de Brillouin, integramos sobre la mitad positiva, en nuestro caso
k ∈ (0, π/2a) = 1ZB+: ∑

s

∫
1ZB

dk

2π = 2
∑
s

∫
1ZB+

dk

2π (26)

y hacemos el cambio de variables k = k(ω) invirtiendo la relación ωs(k) = ω, permitido sin pérdida de generalidad
pues ωs(k) es biyectiva en la zona de integración

2
∑
s

∫
1ZB+

dk

2π =
∑
s

∫
dω

1
π

1∣∣∣dωs(k)
dk

∣∣∣ =
∑
s

∫ ωmáx
s

ωmín
s

dω gs(ω) (27)

donde ωmáx
s (ωmín

s ) es la frecuencia superior (inferior) perteneciente a la rama s. Especializamos este resultado
para las soluciones del problema. Cuando C2 = 0, f(k) = 1:

ω2
±(k) = C1

µ

1±

√
1− 2µ2

MAMB
(1− cos(2ka))

 ω− = ωRA ω+ = ωRO (28)

Podemos calcular la derivada de la relación de dispersión utilizando la regla de la cadena:

d(ω2
s)

dk
= dω2

s

dωs

dωs
dk

= 2ωs
dωs
dk

⇒ dωs
dk

= 1
2ωs

d(ω2
s)

dk
(29)

Esquematizamos los pasos para llegar al resultado. Primero, llamamos al radicando de r(k)

ω2
±(k) = C1

µ

[
1±

√
r(k)

]
⇒ r(k) =

(
µ

C1
ω2
± − 1

)2
(30)

donde estamos utilizando que r(k) es siempre positivo en la 1ZB. Además,

d(ω2
s)

dk
= C1

µ

d
[
1±

√
r(k)

]
dk

= ± C1

2µ
√
r(k)

dr(k)
dk

(31)

y
dr(k)
dk

= − 4µ2a

MAMB
sin(2ka) = − 4µ2a

MAMB

[
1−

(
1 + MAMB

2µ2 (r(k)− 1)
)2
]1/2

(32)

Las densidades de estados para ambas ramas son:

gRA(ω) = MAMBnc

µπC1

ω
(

1− µ
C1
ω2
)

√
1−

(
1 + MAMB

2µ2

[(
1− µ

C1
ω2
)2
− 1
])2

(33)

gRO(ω) = MAMBnc

µπC1

ω
(
µ
C1
ω2 − 1

)
√

1−
(

1 + MAMB
2µ2

[(
µ
C1
ω2 − 1

)2
− 1
])2

(34)

La densidad de estados total es

g(ω) = θ(ω − ωmín
RA )θ(ωmáx

RA − ω)gRA(ω) + θ(ω − ωmín
RO )θ(ωmáx

RO − ω)gRO(ω)
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(a) Densidad de estados
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(b) Esquema de los estados en la relación de dispersión

Figura 6: Densidad de estados de fonones y relación de dispersión.

g(ω) = θ(ω)θ
(√

2C1

MA
− ω

)
gRA(ω) + θ

(
ω −

√
2C1

MB

)
θ

(√
2C1

µ
− ω

)
gRO(ω) (35)

donde incluimos unas funciones escalón para asegurar que g(ω) ∈ R. En la Figura 6 mostramos la densidad de
estados y las ramas óptica y acústica para C2 = 0.

Veamos algunas características de la densidad de estados de fonones. Como mencionamos anteriormente
g(ω)dω representa la cantidad de estados en (ω, ω + dω). La primera característica saliente es la existencia de
dos regiones donde g(ω) 6= 0. La zona de frecuencias más bajas corresponde a los estados en la rama acústica,
mientras la más alta a la rama óptica. Entre ellas la densidad de estados es cero pues la relación de dispersión
presenta un gap de frecuencias donde no hay estados. Por otro lado, tenemos divergencias (singularidades de Van
Hove) en g(ω) cerca de este gap, que son consecuencias de la acumulación de estados cerca de estas frecuencias
en el borde de zona, donde vg = dω/dk = 0, como se puede ver esquemáticamente en la Figura 6(b). Lo mismo
sucede en el máximo en la rama óptica en el centro de la 1ZB que causa la última divergencia en la densidad
de estados. Más aún, que g(ω) ∼ cte para ω pequeños es consecuencia de la relación de dispersión de la rama
acústica que, para k � π/2a, puede aproximarse linealmente ω ' ck, y g(ω) = 1/(πdω/dk) ' 1/(πc) = cte. De
forma similar puede explicarse que la densidad de estados en el centro de la rama acústica sea menor que en el
centro de la rama óptica, pues la derivada en el primer caso es mayor que en el segundo.
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Ejemplo 2: Red hexagonal simple bidimensional
Considere una red hexagonal simple 2D con parámetro de red a formada por átomos con masa M y e interac-
ciones a primeros vecinos, con constante de fuerza C.

a) Calcule la matriz dinámica.

b) Encuentre la densidad de estados de fonones para ky = 0.

c) Encuentre la densidad de estados de fonones para kx ∼ ky ∼ 0.

Resolución

a) La red es una red de Bravais que puede describirse con una base {a1 =
(

1
2 x̂ +

√
3

2 ŷ
)
a,a2 =

(
1
2 x̂−

√
3

2 ŷ
)
a},

con base de un átomo d1 = 0 en el origen. Por lo tanto, el sistema tendrá solo dos ramas acústicas. En la
Figura 7 dibujamos la celda unidad origen con todas las interacciones.

(6)(5)

(3) (2)

(0)
(4) (1)C

y

x

Figura 7: Celda hexagonal simple e interacciones

Como el sistema tiene un solo átomo en la celda unidad, omitimos los índices α, γ de la matriz dinámica y
las constantes φ:

Di,l(k) = 1
M

[∑
q

φi,l0,q −
∑
m

eik·Rmφi,lm,0

]
, (36)

con

φi,l1,0 = Cδixδlx (37)

φx,x2,0 = C

4 φy,y2,0 = 3C
4 φx,y2,0 = φy,x2,0 =

√
3C
4 (38)

φx,x3,0 = C

4 φy,y3,0 = 3C
4 φx,y3,0 = φy,x3,0 = −

√
3C
4 (39)

con φi,l1,0 = φi,l4,0, φ
i,l
2,0 = φi,l5,0, π

i,l
4,0 = φi,l6,0 y φi,lm,0 = φi,l0,m. La matriz dinámica es (se deja como ejercicio)

D(k) = C

M

3− 2 cos(kxa)− cos
(
kx

a
2
)

cos
(
ky
√

3a
2

) √
3 sin

(
kx

a
2
)

sin
(
ky
√

3
2 a
)

√
3 sin

(
kx

a
2
)

sin
(
ky
√

3
2 a
)

3− 3 cos
(
kx

a
2
)

cos
(
ky
√

3
2 a
) (40)

b) Cuando kx = 0, la matriz dinámica es diagonal:

D(k) = C

M

1− cos
(
ky
√

3a
2

)
0

0 3− 3 cos
(
ky
√

3
2 a
) (41)

y las dos ramas acústicas dan:

ωTA(kx = 0, ky) =
√

2C
M

∣∣∣∣sin(√3kya
4

)∣∣∣∣ ωLA(kx = 0, ky) =
√

6C
M

∣∣∣∣sin(√3kya
4

)∣∣∣∣ , (42)
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o ωLA(kx = 0, ky) =
√

3ωTA(kx = 0, ky), donde LA y TA representan los modos longitudinal acústico y
transversal acústico, respectivamente.

En una red hexagonal simple, la red recíproca también es hexagonal con vectores recíprocos {b1 = 2π√
3a (
√

3x̂+
ŷ),b2 = 2π√

3a (
√

3x̂ − ŷ). La primera zona de Brillouin, que es la celda de Wigner-Seitz del espacio recíproco,
también es un hexágono, como se muestra en la Figura 8(a). Sobre el eje ky, la 1ZB está restringida a la recta
entre los puntos − 1

2 (b1 − b2) y 1
2 (b1 − b2), o, más sencillamente, ky ∈ (− 2π√

3a ,
2π√
3a ). En la Figura 8(b) se

muestra la relación de dispersión restringida a ky = 0.

b2

b1

ky

(a) Primera zona de Brillouin para la red
hexagonal simple bidimensional. En na-
ranja, la 1ZB restringida a kx = 0.

TA

LA

-3 -2 -1 0 1 2 3

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(b) Relación de dispersión con kx = 0

Figura 8: Primera zona de Brillouin para una red hexagonal simple y relación de dispersión restringida a kx = 0.

Con la restricción sobre el espacio recíproco, la densidad de estados es efectivamente del caso 1D, y podemos
seguir los pasos del ejemplo anterior:

gs(ω) = 1
π

1∣∣dωs

dk

∣∣ (43)

Calculamos la derivada de la relación de dispersión:

dωs
dky

=
√
tsC

M

√
3a
4 cos

(√
3kya
4

)
=
√

3a
4

√
tsC

M
− tsC

M
sin2

(√
3kya
4

)
=
√

3a
4

√
(ωmáx
s )2 − ω2

s (44)

con ts = 2 para s = TA, ts = 6 para s = LA y ωmáx
s =

√
tsC/M es el máximo de la rama s. La densidad de

estados:

gs(ω) =
√

3a
4π

1√
(ωmáx
s )2 − ω2

g(ω) = θ(ωmáx
TA − ω)gTA(ω) + θ(ωmáx

LA − ω)gLA(ω) (45)

que se muestra en la Figura 9. Tenemos dos divergencias que corresponden a las frecuencias cercanas al borde
de zona para ambas ramas. Antes de la primera divergencia ambas ramas contribuyen a la densidad de estados,
mientras que posteriormente sólo contribuye ωLA.

c) En este caso obtenemos, luego de aproximar a segundo orden:

ω1(kx, ky) =
√
C

M

√
9
2

(
kxa

2

)2
+ 1

2

(
ky
√

3a
2

)2

ω2(kx, ky) =
√
C

M

√
3
2

(
kxa

2

)2
+ 3

2

(
ky
√

3a
2

)2

(46)

Para calcular la densidad de estados en este caso utilizamos el resultado de la Ec.(23) en 2D

gs(ω) =
∫

1ZB

dk
(2π)2 δ(ω − ωs(k)) (47)
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Figura 9: Densidad de estados restringida a kx = 0.

Para la rama 1, tenemos

g1(ω) =
∫

1ZB

dkxdky
(2π)2 δ

ω −√ C

M

√
9
2

(
kxa

2

)2
+ 1

2

(
ky
√

3a
2

)2
 (48)

Ahora hacemos el cambio de variables ky =
√

3k̃y, kx = k̃x

g1(ω) =
∫

1ZB

dk̃x
√

3dk̃y
(2π)2 δ

ω −√ C

M

√
9
2

(
kxa

2

)2
+ 1

2

(
ky3a

2

)2


=
∫

1ZB

dk̃x
√

3dk̃y
(2π)2 δ

(
ω −

√
9Ca2

8M

√
k̃2
x + k̃2

y

)
(49)

En coordenadas polares, llamando c =
√

9Ca2

8M :

g1(ω) =
∫

1ZB

dϕdk̃

(2π)2

√
3k̃δ
(
ω − ck̃

)
=
∫

1ZB

dϕdk′

(2π)2

√
3
c2
k′δ(ω − k′) =

√
3ω

2πc2 = 2nc

3π
M

C
ω (50)

que es el resultado esperado para una relación de dispersión lineal en 2D. Se puede mostrar que el mismo
resultado se obtiene para g2(ω).
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