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Guia 3 - Parte 1

Hasta ahora vimos cémo describir una red cristalina (guia 1) y cémo determinar la energia
de cohesion para los casos en que esta puede escribirse como un potencial de interacciéon de
pares (guia 2). En ambos casos tratamos a las redes como objetos estdticos, que podriamos
pensar como su estado promedio. En esta guia estudiaremos la dindmica de las redes, es decir,
sus vibraciones, partiendo de un enfoque clasico y cuantizando los estados para encontrar sus
propiedades termodindmicas. En esta cuantizacion de las vibraciones (que recordaran de FT3
como fonones) surgiran representaciones de los estados cudnticos en sistemas peridicos (llama-
das bandas). Encontraremos que estos estados viven en el espacio reciproco y que la definicién
de las zonas de Brillouin (puramente formal en el contexto de la guia 1) cobrard un nuevo
sentido fisico y préactico. Familiarizarnos con este formalismo es importante, ya que nos serviran
también para estudiar las propiedades electrénicas luego.

Notacion Dado que en esta guia aparecen muchos subindices, es facil perderse en la ensalada
de notacién. Trataremos de unificar la notacién con la utilizada en las clases tedricas:

Vectores:

r posicién instantanea del atomo

=

posicién de equilibrio del atomo
u desplazamiento del dtomo (u =r — R)
k vector de onda
K vector de la red reciproca
€ vector complejo de amplitud y fase de la oscilacion
Indices:
i,7,1 coordenadas cartesianas (z,y, z)
m,n,p,q puntos de la RB (1,2,...N)
a,B,7,0 elementos de la base (1,2,...P)
Energias:
U Energia total del sistema
Ueq Energia de equilibrio del sistema
U, Aproximaciéon arménica de U

¢ Potencial de interaccién de pares

M masa del dtomo
C' constante de fuerza
D matriz dindmica

w frecuencia de oscilacién



La aproximacion bajo la aproximaciéon de la aproximacion

El primer paso para estudiar las propiedades vibracionales de un cristal es hallar sus modos
normales, que llevaran asociada una relacién de dispersion w(k), donde cada nimero de onda k
se corresponde a un modo de vibracién de la red. Para esto vamos a considerar que los atomos
realizan Unicamente pequenos apartamientos u con respecto a sus posiciones promedio R, de
forma de poder aproximar la energia total de la configuracién por un potencial armonico,

U({rm.o}) = U{Rma + Uma})

1 0*U ; ; (1)
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donde Ueq = U({Rm,o}) es el minimo de la energfa de configuracién y los términos que involu-
cran a las derivadas primeras de la energfa fueron omitidos, ya que U /0ry, , = 0 al evaluarlas
en r, o = Ry, o. Es importante no perder de vista que esta aproximacion es totalmente general
y podria aplicarse a cualquier energia de configuracién, independientemente de si la unién se
da a través de potenciales de pares (Van der Waals, Coulomb) o no (metélicos, covalentes).
Los detalles de esta energia seran solo relevantes para determinar los valores de las derivadas
segundas, que hacen las veces de constantes elasticas.

Por simplicidad, en los problemas de esta guia se asume que la energia total del sistema
puede escribirse como una suma de energias de interaccion de pares,

Ul{rm,a}) = Z Gmon,a,8(Fma = Tng), (2)

mna,,B

con simetria esférica,

Pmmaf(Tma = Tnpg) = ®(rmnas)y  Tmnas = [Fma — Tngl- (3)

Maés aun, esta interaccion tiene la forma de un modelo de “masas y resortes”, donde las longitu-
des naturales son las distancias de equilibrio. Asi, el potencial de interaccién queda expresado

como
Cm7n7a7ﬁ

28 (1 — Ry ()
donde las Cy;, .o, se denominan constantes de fuerza y estan limitadas a pares de hasta cierto
grado (por ejemplo, solo a primeros vecinos). A pesar de y gracias a esta gran simplificacién
del problema original podremos llegar a resultados cualitativamente generales, sin perdernos en
detalles especificos de cada sistema que complicarian notablemente los calculos.

Dado que este modelo aparece recurrentemente, vale la pena desarrollar por tnica vez la
aproximacion armoénica. Tomamos de la tedrica el resultado que nos permite expresar U, en
términos de las derivadas segundas del potencial,

Dyna,8(r) = cte. +

¢z’,j o 82¢m,n,a,ﬁ
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Vamos a omitir momentaneamente los indices de los atomos para simplificar la notacién y
concentrarnos en la forma funcional del potencial, y asi evaluar las derivadas segundas
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donde
&' (r)=C(r—R) y " (r)=C. (8)

Al evaluar en la posicién de equilibro, r = R, resulta ®'(r) = 0 y solo nos queda el término

que involucra las derivadas segundas de ®. Introduciendo nuevamente los indices omitidos,
obtenemos ‘ ' , ,

gbi’j —C (an,a - ;,ﬁ)(Rin,a - Rflﬁ)‘

m,n,a,3 m,n,a,B ‘Rm,a _ Rn,ﬁ 2

9)

Para entender qué representa el factor que multiplica a la constante de fuerza, podemos rees-
1 . .y . .. i _ A - _
cribir la expresion en forma vectorial utilizando Ry, o= i'RmayRmnas=Rmnas/Rnnas
con lo cual

A~
.

</5:,’f7n7a75 = Cmm,a8 (1 Rimnap)(J - Rmmn,as)- (10)
Es decir, en los elementos gb:n]n af la constante de fuerza toma un valor efectivo que resulta
proporcional al producto de las proyecciones de los versores cartesianos de las coordenadas
involucradas sobre la direcciéon que conecta a los atomos. Como veremos enseguida, este término
representa la fuerza en la direccién i sobre el &tomo (m,«) debida a un desplazamiento en
la direccién j del atomo (n, 8). Asi es que (bajo este modelo, en su aproximacién armdnica)
las fuerzas no tienen componentes tangenciales ni los desplazamientos tangenciales afectan la

componente radial de la fuerza.

Ecuaciones de movimiento y matriz dinamica

En lo que resta, partiremos del desarrollo hecho en la teérica cuyo resultado son las ecua-
ciones de movimiento bajo la aproximacién armoénica, que podemos escribir en forma general
como

v,
auim

_ § § (N 1, %
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m,a,t Lq,0

T Uy T
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Para no perdernos en la notacién, pongamos en palabras lo que representa. El miembro izquierdo
es el producto de la masa de un 4tomo que ocupa un sitio v en la celda p (la masa no depende de p
porque se asume que las celdas de la RB son idénticas entre si) por su componente [ aceleracion;
el miembro derecho es, por lo tanto, una fuerza. Sabemos que bajo la aproximacion arménica,
estas fuerzas son lineales con respecto a los desplazamientos; por lo tanto, lo que se tiene es
una suma de términos, cada uno proporcional al desplazamiento de uno de los N x P dtomos
de la red en sus tres posibles dimensiones (partimos del caso 3D, pero veremos luego ejemplos
en menos dimensiones). Las constantes de proporcionalidad no son més que combinaciones de
las derivadas segundas del potencial, que se comportan como constantes eldsticas. Ahora, para
entender el rol de las deltas de Dirac en los elementos de matriz observemos los dos casos que
estas discriminan:

= Sim # p o a # v, estamos evaluando los términos de la suma sobre todos los dtomos
(m, ) que no son el propio dtomo (p, o), sobre el que evaluamos la fuerza. Aqui las deltas
se anulan y cada término individual queda de la forma

il i
+ Ompany Umar



Hago explicito el signo porque esto significa que, por ejemplo, si el dtomo vecino (m, «)
se mueve hacia la derecha empujard al &tomo (p,~) hacia la derecha también, con una
fuerza que solo depende de la interaccion entre ellos dos.

= Sim =py a =1, estamos evaluando los términos de la suma que involucran desplaza-
mientos del propio dtomo (p,~), sobre el cual evaluamos la fuerza. Aqui las deltas no
se anulan y queda una fuerza restitutiva de la forma

il i
<Z ‘Zsp,qma) Up -
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Utilicé el paréntesis para enfatizar que toda la sumatoria va a resultar en un tnico coefi-
ciente. Lo que ocurre en este caso es que al moverse el dtomo (p,y),cambia su interaccién
con todos los demds, por eso la suma sobre (g, o). En esta suma debemos tener en cuenta
que el término ¢ = p y 0 = v es nulo, ya que el &tomo no interactiia con si mismo.

Dado que buscamos evaluar vibraciones y sabemos que estamos frente a un potencial (apro-
ximado) armoénico, buscamos soluciones de la forma

uéw = elwei(k'Rp_Wt). (12)

Es importante prestar atencién a que aqui la dependencia espacial esta separada en dos factores:

= Para todas las celdas, cada sitio de la base tiene una amplitud y fase dadas por el
coeficiente complejo elv.

» Para cada celda, hay una fase adicional e®B» que solo depende del vector de la RB
correspondiente a la celda (no importa la base).

Cuando insertamos estas soluciones en la ecuacién de movimiento (11), y reescalamos las varia-
bles segtiin

e =\/M, €, (13)

se llega a un problema de autovalores y autovectores que podemos escribir de forma compacta
como
2 i\l ~i
w? &, => DIl (k) &, (14)

.t

donde la periodicidad de la RB queda absorbida en la matriz dinamica definida como

] '7l ik m ‘7l
D(Z)ny(k) = 0 - Z eZk R qbin,(),a,'y‘ (15)
m

1
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Hago una aclaracién: en la tedrica, la parte entre corchetes (Dq.) estd escrita para un valor de
p arbitrario; dado que la matriz resultante es independiente del p elegido por la periodicidad de
la red, particularicé aqui en p = 0 tomando R,—¢p = 0. Ahora solo resta hallar los autovalores
w(k), que nos daran la relacién de dispersion, y estudiar los modos resultantes. Veremos esto
sobre ejemplos concretos.



Ejemplo

Vamos a resolver el ejercicio 6, que mezcla todos los ingredientes que mencionamos hasta
ahora. El enunciado dice (adaptando a la notacién utilizada):

6. Un cristal bidimensional de celda unidad rectangular (b = 2a) tiene dos dtomos (A y B,
masas Ma y Mp) por celda unidad, ubicados en posiciones dy = (0,0) y dg = (b/2,0). Los
atomos interactian entre si a través de constantes de fuerza Caa, Cp y Cag, a primeros
vecinos, entre los atomos AA, BB y AB respectivamente, y constantes Cy entre atomos
AB a segundos vecinos. Hallar la matriz dindmica de este problema para vectores de onda
k en la direccion del lado b. Hallar y graficar las curvas de dispersién correspondientes en
esa direccién. (Ayuda: en esa direccién de k se separan los modos longitudinales de los
transversales).

Comencemos por dibujar el sistema e identificar todas las interacciones relevantes, como en
la Figura 1. Cuando decimos todas, nos referimos a todas las que involucren a los atomos en
una celda unidad de referencia. La red puede pensarse como una red cuadrada de lado a donde
se alternan capas de dtomos A y B, de forma que la celda unidad de la red rectangular abarca
un par de atomos A-B vecinos.

Figura 1: Red rectangular con base AB. Las
lineas amarillas demarcan los limites de las
celdas unidades, donde cada una contiene un
dtomo de cada tipo. La celda sombreada es
la que elegimos de referencia (celda “cero”,
Ry = 0). Las lineas azules denotan interaccio-
nes a primeros vecinos y las lineas magentas,
a segundos.

Como segundo paso, vamos a evaluar los coeficientes ¢%,0, a,y- Para el sistema que estudiamos
(el modelo de resortes) esto implica encontrar los valores efectivos de las constantes de fuerza
segun las posiciones relativas de los atomos r;, 0., ¥y €l sistema de coordenadas elegido. Por
otro lado, es importante recordar que estos coeficientes van acompanados de un factor de fase
que depende del vector R,, de la RB que describe las posiciones relativas de las celdas
que contienen a los 4&tomos en correspondientes. Este factor de fase no depende en absoluto de
las interacciones y es totalmente general, pero conviene ir registrando el R, correspondiente a
cada interaccion.

Si bien el grado de vecino no es relevante en términos del formalismo, nos sirve como una
forma de organizar y contabilizar las interacciones.

= Cada atomo tiene dos primeros vecinos de igual tipo, ubicados en las celdas adya-
centes con R,,, = (0, +a). Para evaluar las constantes de fuerza efectivas, de acuerdo a la
eleccion de los ejes, tenemos que las posiciones relativas (ahora si de los 4tomos) son +ay.
Por lo tanto, solo los coeficientes con ¢ = [ = y seran no nulos, y valen

Y,y _ Y,y _
Prmoan = Caa, ®pmopp = CBB- (16)

= Cada atomo tiene dos primeros vecinos de distinto tipo, uno dentro de la misma
celda (R,, = 0 ) y otro en una celda adyacente. Aqui debemos senalar una diferencia: al



atomo tipo A tiene a su vecino B en la en la celda con R,, = (—2a,0), mientras que el
atomo tipo B tiene a su vecino A en la celda con R,;, = (4+2a,0). De forma similar al caso
anterior, ahora tenemos que las posiciones relativas de los &tomos son +ax. Por lo tanto,
solo los coeficientes con ¢ = [ = x serdn no nulos, y valen

oo AB = Pmon.a = Cab. (17)

Cada atomo tiene cuatro segundos vecinos de distinto tipo. A diferencia de los casos

anteriores, dado que ahora los vectores de posicion relativa de los atomos no son paralelos

a ningun eje, las coordenadas x e y quedan acopladas. Mas atn, el acoplamiento
(:l:a)(:l:a) 04

7 % l l
(Rm,a - Rp7'y)(Rm,Ot - Rp;y) — 04 - 44 (18)
[Rim.a — Rpy[? a® + a? 2

il _

P00 = Ca

toma dos valores distintos. Para los elementos con ¢ = [, dado que el numerador queda

7 i \2 o < < 4 : 43 41 o <

(R — Rpﬁ) , sabemos que corresponderd el signo positivo. Para ver cudl signo corres-

ponde a cada caso de los elementos cruzados, vamos a enumerarlos ayudandonos con la
figura 2.

A B

Figura 2: Desglose de las interacciones segundos vecinos.

A tiene por segundos vecinos a los atomos B

1. en la celda R,, = (0,4+a), con ry 054 = (+a,+a). Ambas componentes de la
) ) ,0,B, ’ p
. e, . v e €Z,Yy . Y,T . 6’4
posicién relativa son positivas, entonces <Z>m707B’A = ¢m,0,B,A = +3h
2. en la celda R,, = (—2a,+a), con r,, 04 = (—a,+a). Las componentes de la
5 ) ,0,B, ) p
osicién relativa tienen signos opuestos, entonces ¢*% = ¢ =G
p g p ) m,0,B,A — ¥m,0,B,A — 2
3. en la celda R,, = (—2a, —a), con r,,0.8.4 = (—a,—a). Ambas componentes de
) ) 0,5, 9 p
f i : : T,y _ YT _ . C
la posicion relativa son negativas, entonces ¢m,0,B,A = ¢m,0,B,A =+3t

4. en la celda R,, = (0,—a), con rp0pa = (+a,—a). Las componentes de la
« .4 . . . T,y . Y, T . 04
posicion relativa tienen signos opuestos, entonces ¢,  p 4 = @, o g4 = — 5

B tiene por segundos vecinos a los dtomos A

1. en la celda R, = (4+2a,+a), con r,;, 04,8 = (+a,+a). Ambas componentes de
. . . o e Z,Y . Y, T . Q
la posicion relativa son positivas, entonces ¢m,O,A,B = ¢m,O,A,B =+3h
2. en la celda Ry, = (0,4a), con r;, 048 = (—a,+a). Las componentes de la
. ., . . . €Z,y _ Y,T _ 04
posicién relativa tienen signos opuestos, entonces ¢, 41 g = ¢, o a5 = — 5

6



3. en la celda R;, = (0,—a), con rp 045 = (—a, —a). Ambas componentes de la
posicion relativa son negativas, entonces qu 0.AB = gbfnmo AB = —|—
4. en la celda R,, = (2a,—a), con ry 048 = (+a —a). Las componentes de la
posicion relativa tienen signos opuestos, entonces (bf,jf’o, AB = d)%’:,ﬁo, AB= —%.
Habiendo identificado todas las interacciones relevantes, el siguiente paso es condensar toda
esta informacién en la matriz dindmica, Dgfy(k). Por ser un sistema con una base de dos atomos,
en dos dimensiones, esta matriz tendrd 2 x 2 bloques (AA, AB, BA, BB) de 2 x 2 elementos(zz,
xy, yx, yy). Esta particién por bloques es, a priori, arbitraria, pero resulta préactica para no
perdernos. Antes de continuar, una advertencia: el ejercicio pide hallar la relacién de dispersion
para k = kx. Por completitud, vamos a trabajar con un k arbitrario hasta donde sea posible,
pero para cumplir la consigna podria usarse k, = 0 y evitar arrastrar términos que luego se
anularan.
Para el bloque A A, particularizamos la ecuacién (15) y nos queda

l ik-Rm
DZAA Z%qAa_Z ! ¢m0AA . (19)

m

. , . . il il
Por la simetria de las interacciones, ¢ Ao = ¢ 2.0.0A" Entonces podemos reagrupar las sumas
bh 5 b Iy

como
quOqAa ZeZkRm¢mOAA Z¢q,OBA Z - ZkRm mOAA’ (2[))

La primera suma tiene seis términos, correspondlentes a los dos primeros y cuatro segundos
vecinos tipo B de A, que representados en forma matricial son

Seitoa=2( % 5)-2(G o) 2 (4 Gk

1ros vec. 2d0;rvec. (21)
_ 9 Cap+Cy 0
- 0 Cy )

En la segunda suma solo aparecen los primeros vecinos de igual tipo,

kR D) g ikayy (00  ik(-ayy [ 0 O
;(1 MRy = (1—¢ )(0 CAA)+(1 e 0 o
0 0 (22)
= 2[1 — cos(kya)] ( 0 Caa >

Juntando todas las partes,

@Dy = 2 ( Can+C 0
Dyak) = Ma ( 0 Cy+ [1 —cos(kya)]Can ) (23)
Andlogamente, el mismo procedimiento nos daria que el bloque BB es
(’L,l) 2 CAB + 04 0
Dyp(k) = Mp ( 0 Cy+ [1 —cos(kya)]CB /) ° (24

Ahora, al evaluar los bloques restantes tenemos 4,5 = 0, por lo que solo queda una suma
en la expresion de la matriz dindmica,

il 1 ik-Rm
D) =~ [Z G0 B] : (25)



Nuevamente, podemos agrupar esta suma por tipos de vecinos,

; i ik-(—20)% | _ik- C 0
Z@Zk'R’"¢£n’,l3,A,B=(€k(2) +ek0)< SB 0>+

m

1ros vec.

ikay | ik[(—2a)x+(—a)3)y [ C1/2 Ca/2
(H e ><c4/2 /2

2dos vec. (1) y (3)

ik(—a)y | gikl(—2a)x+ag]y [ C1/2  —Cu/2
(e +e )(_04/2 col

2dos vec. (2) y (4)

= 9 thxa cos(kza) ( Cap 0 ) +

(26)

0 0
2¢~ k=4 cosla(ky + k)] ( gi?; gjg ) *
2¢~ ke cosla(ky — ky)] ( _051/22 _C(ij/; >

Por lo tanto, obtenemos para el bloque AB

il
DR =~

9e—ikza O cos(k‘xa) +C, Cos[a(k:erky)};rcos[a(kzfky)} o cos[a(szrky)}gcos[a(szky)}
m Cy cos[a(k1+ky)];cos[a(szky)] o cos[a(szrky)}ercos[a(kIfky)}

(27)
Repitiendo para el bloque BA, solo se modifica el factor de fase, con lo cual

il
DER (k) =

2€il€xa CAB cos(kxa) + C4 cosla(kz+ky)]+cos[alky—ky)] 04 cosla(ka+ky)]—cos[a(ky—ky)]
’ B MAMB

2
o cosla(kz+ky)] ;cos[a(kw —ky)] o cosla(kz+ky)] ;—cos[a(kx —ky)]

(28)

Si quisiéramos hallar la relacion de dispersién en forma general, tendriamos ahora que diago-
nalizar la matriz D completa, hallando las cuatro raices de 0 = det [w(k)I — D(k)]. Esto puede
hacerse de forma relativamente sencilla (jen una computadoral), teniendo los valores numéricos
de las constantes. En este punto, volveremos a centrarnos en lo que pide el ejercicio y parti-
cularizar el resultado hasta aqui obtenido para k, = 0. Haciendo esto, la matriz dindmica se
simplifica a

il il
‘ DY (ks) DY(ks)

Ca+Cy 0 _e—ikxa (CaB+Cy) cos(kza) 0
o Ve ko Ca cos(leza)
0 C4/MA 0 —e Wl 4;38 ]\;a
=2 _¢gikza (CaB+C4) cos(kza) 0 CA]E+C4 0 AR
M a M,
(\)/ ATB ikga Cacos(kea) . Cu /M
—et 0 1/Mp
(29)

Si prestamos atencién a las posiciones de los ceros, vemos que todos los elementos que acoplan
las direcciones x e y son nulos. Esto implica que tendremos dos modos que involucran despla-
zamientos puramente en la direccién z (longitudinales, ya que el vector de onda también estd

) |



en esa direccién) y dos modos con desplazamientos puramente en la direccién y (transversales),
que quedan desacoplados. Por lo tanto, podriamos reordenar las filas y columnas de forma de
escribir la matriz dindmica como una matriz diagonal por bloques,

_ [ Do ka) 0

y diagonalizar cada bloque

(a,p)N e/ Ma M, —eth20 cos(kya Ma /M, ’
Y MM (kza) VMa /Mg

Tx
wo

Y _ Cy \/m —etkaa cos(kya)
(o (he) =2 (_hien vannn ) o

D k
(a.8) Ma Mg
—_——

vy

“o
Para ambos, el problema de autovalores puede reescribirse en términos de & = /Mp/Mp y
W = w/wp de la forma
_ £—? —e et cos(kza) | S B N

0 = det ( _eikxa COS(kaCL) é——l _ @2 - (5 w )(E w ) COs (kxa)
241 (33)

— @t g2t 2‘ + 1 — cos?(kpa)

N———

sin?(kgya)

cuyas soluciones son

-9 €241 2 ¢ sin(kya)\?
ik = S e i (2 b)) 3
La solucién con el signo negativo en la raiz w_(0) = 0 y, por lo tanto, corresponde a una
rama acustica. La otra solucién, w4, corresponde a una rama optica. Contando ambas ramas,
para ambos modos (transversal y longitudinal) tenemos las cuatro ramas esperadas por ser un
problema en dos dimensiones y con base de dos atomos.

Para graficar la relacién de dispersiéon debemos tener en cuenta que estos modos viven en
la primera zona de Brillouin, es decir, dentro de la celda unidad de la red reciproca tal que
k| < |k — K| para todo K # 0. Para la celda unidad rectangular, los vectores de la red

reciproca son
2w

Ky=h—x+ lQiy. (35)
b a
Por lo tanto, la primera zona de Brillouin es comprende a los vectores k tales que |k;| < T = o
y |ky| < Z (figura 3).

La relacién de dispersién para cada rama se muestra en la figura 4. Se observa que las dos
ramas acusticas son aproximadamente lineales cerca de k,; = 0, siendo la rama transversal mas
“blanda”, ya que en este modo solo actian las interacciones a segundos vecinos, mientras que
en el modo longitudinal interviene ademads la constante C'ag. La misma diferencia se ve en los
modos 6pticos.

Propuesta En el limite £ =1 (M = Mp)las ramas 6pticas y actsticas se tocan en el borde
de la zona de Brillouin. Pueden verificar que este resultado se corresponde con el de un sistema
monoatémico, en el que la zona de Brillouin se “dobla hacia adentro” al tomar b = 2a.



y
(-L1) (0,1) 1,1

(-1,0) o)

O OO~

1ZB

(-1-1) = (0,-1) (1,-1)

O O O

Figura 3: Primera zona de Bri-
llouin de la red rectangular con
b = 2a.

——— —1A
- ~— —-Lo
- ~— —TA

w(k)

Figura 4: Relacion de dispersion w(k) para k = k,x. Las
curvas corresponden a wi* =122, wi¥ =1y £ =2.
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Estructura de la Materia 2
Primer Cuatrimestre - 2020
Guia 3 - Parte 2

Problema 1: Red unidimensional con base

Considere una red unidimensional formada por 4tomos de tipo A y tipo B con masas M y Mg, respectivamente
(ver Figura 1). Cada dtomo presenta interacciones a primeros vecinos, con constante de fuerza C7, y a segundos
vecinos con constante de fuerza Cs. La distancia a primeros vecinos es a.

a) ¢{Cudntas ramas actsticas y 6pticas espera encontrar? Justifique.

b) Calcule la matriz dindmica y la relacién de dispersion del sistema.
¢) Analice los modos normales en el centro y en el borde de la primera zona de Brillouin.
d)

Encuentre la densidad de estados de fonones cuando Cy = 0.

My My
4>
a

Figura 1: Red unidimensional del ejemplo 1

Resolucién

a) El primer paso en la resolucién del problema es determinar la celda unidad del sistema. Para ello, primero
dibujamos todas las interacciones sobre los dtomos A y B, como se muestra en la Figura 2. Desde el punto
de vista de las interacciones cada atomo ve lo mismo, primeros vecinos con constante de acoplamiento C; y
segundos vecinos con Cs. Sin embargo, como los atomos son diferentes, la celda unidad contiene un atomo tipo
A y otro tipo B y la red se escribe como una red de Bravais con vector primitivo a; = 2aX y base atémica
{dy = 0,dg = ax}!, donde hemos elegido el versor % con la direccién de la red y sentido positivo hacia la
derecha. Recordemos que un sistema de dimensién d con N celdas y P atomos por celda, tenemos d/N P modos

© o o

Figura 2: Celda unidad e interacciones

normales. Como cada rama tiene N valores posibles de k, existen dP ramas en el sistema, de las cuales d son
ramas acusticas y d(P — 1) ramas Opticas. El sistema a estudiar es unidimensional d = 1 y tiene dos &tomos
por celda, por lo tanto tendra una rama 6ptica y una rama acustica. Este resultado también nos indica que la
matriz dindmica D tiene que ser dim(D) = 2 x 2.

b) Los elementos de la matriz dindmica Df);’l,y se escriben
i\l _ kR,
D(Zx,'y(k) - MM [ O“a’YZQSOqaa Zel ¢m 0,a,’y‘| ’ (1)
adily

donde i,[ representan las coordenadas cartesianas, «,y,o son los elementos de la base, m,q los 1ndlces de las
celdas o puntos en la red de Bravais, R, el vector de la RB en la celda m, k un vector de onda, y gbm oo p 108
coeficientes que describen las interacciones. Estos coeficientes dependen de las constantes de fuerza C'

q/):nl n,a,f Cm,ma,ﬁ (i : f{m,n,a,,@) (i : ﬁmm,a,ﬁ) ; (2)

1Si los 4tomos fuesen indistinguibles, la red es una red de Bravais, con a; = a&




~

con i 1= {A V.2} y lf{m n,a,8 €l versor que apunta en la direccién que une al &tomo en la posicién m, o con el
atomo en n, 8 con sentido hacia m, a. Como la red es 1D, i=1=x y Rm n,a,3 = X, por lo tanto:

¢Zf n,a, =Cmmn,a,8 (X (%)) (% (£%)) = Cm,n’a’g(ﬂ:lf = Cmn,a.8 (3)

y la matriz dindmica queda escrita en términos de las constantes de fuerza:

T,x 1 k'R,
Da:'y(k) = \/TT% [511’7 ; CO,q,a,U - ; € kR m,O,a,’y] (4)

A continuacién, escribimos los elementos de la matriz dinamicas. Los indices de los elementos de la base «,y, 0 =
A, B y numeramos los puntos de la RB m, ¢ con niimeros enteros no negativos como se muestra en la Figura 3.
Como las interacciones son a primeros o segundos vecinos, los 4&tomos en la celda 0 solo pueden interactuar con

a—1 ~
‘ 4 ‘

A B A B A B

(2) (0) (1)

(a) Interacciones del 4tomo 0A

o & — O

A B A B A B

(2) (0) (1)

(b) Interacciones del 4tomo 0B

Figura 3: Interacciones de los atomos de la base atémica.

los dtomos de 0, 1 6 2, por lo tanto Co g0,y = 0= Cqo,a,y 81 ¢ #0,1,2 Va, . De la Figura 3(a), obtenemos los
coeficientes Co g,a,y

Coo.a8=C1 Coz.as=C1 Coiaa =0 Coz.a.a = Ch. (5)
Para 0B
CooB,a =C1 CoaBa=C1 CopiBB=0Co Co2B,B = Ca, (6)

y por simetria Co g .0, = Cy0,,a- Con estos coeficientes, escribimos la matriz dindmica. El elemento D"},

Dy (k) = Mf 5AAZCOqAa ZelkR’”C OAA‘|
1 ) )
= TN [C’o,o,A,B +Coia,a+Cooan+Co2aB— e R Ci0A,A — elk'RQC’Q,QA,A]
. N . N 1
= — [Cl +Cy+Co+Ch — 61k'(2ax)c2 - elk'(_an)Cb] = — [2C1 +2C5(1 — cos(2ka))]  (7)
MA MA

donde en el dltimo paso usamos los resultados de la Ec. (5), Ec. (6) y las posiciones de las celdas 1 y 2 en la
RB. Para el otro elemento de la diagonal,

k-Rp,
[6BBZCO,q,BU Zez mOBB‘|

kR kR
[Co0,8,4 +Co1,8,a+Corpi+ Coops— e R Ciopp— ™™ Caop5]

Dyp(k) =

F
1
Mg

. N . . 1
(G Cut Co Gy = G, - 290, = S 201+ 205(1 — cos(2ha))]  (8)
B B

Por ultimo,

. 1 . .
= - E e’ m0AB| = ————= e Cp a5+ X Ci o8]
Malls | & MaMy



— 1+ i2ka 9
M Mg [t +e™] (9)
1 ) -1 . )
Dw,w k) = o ik-R,, - _ Zk'ROO zk~RzC
B,A( ) 7\/% [ ;6 ,O,B,A‘| 7MAMB [e 0,0,B,A T € 2,0,B,A]
_ —C1 —i2ka] _ T,T *
- e = (DR W) o
Entonces:
D (k) = aty [C1 + Call = cos(2ka)) Tiram L+ e (11)
= 1\71511\43 [1 4 e—i2ke] 17 [C1 + Ca(1 — cos(2ka))]
y la relaciéon de dispersion es:
C 22 1+ cos2ka Cy .
w2 (k)= =2 fk) [1£4/1- (2— ) k) =1+ 2=2sin(ka 12
LK) = —LF (k) T o J) =142 sin(ka)  (12)
Ma+Mp

y p representa la masa reducida p = 250 La solucion w_ es la rama acustica y w4 la rama 6ptica, como se
muestra en la Figura 4

2.0 B

1.0+ -

— RA
— RO

0.0 —

L L L I L L L
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

ka

Figura 4: Relacién de dispersion con Cy = 2Cs y Ma = 2Mp.

c¢) Recordemos que las soluciones son de la forma:
i(k-Rp—wt) (13)

Up,y = €€

donde p indica el punto en la RB y « el 4&tomo de la base. En el centro de la primera zona de Brillouin (k = 0),
las celdas estan en fase:

Upy (k= 0) = ey (14)
y las frecuencias de los modos son:
wra(k=0)=w_(k=0)=0 wro(k=0) =wi(k=0)=+2C1/u (15)
Encontrar las amplitudes €, = 1/ M,e, implica resolver las ecuaciones de autovectores:
“RA ~RO
za 2 = €A Ma €A Mg
(D (k = 0) —w?(k =0)[)¢ = A W, o M (16)
Mientras que para el borde de zona k = 7/2a
2 4
wra (k= m/2a) = % Ar—1 Er=o (17)
A



RA L @ ® ® RA

P P 49 - O~ @ 0

(a) k=0 (b) k=7/2a

Figura 5: Amplitudes relativas para el centro y borde de la primera zona de Brillouin.

201 + 4Cy

e BoO—1 RO—9 (18)

wro(k =m/2a) =

y las celdas estédn en contrafase (Recordar que R, = n2a%, n € Z). En la Figura 5 se diagraman las amplitudes
para las diferentes ramas. Notemos ademas que estos resultados, nos indican el ancho del gap de frecuencias:

entre w = /2C1 + 4Cy /My y w = /2C1/u no hay estados disponibles.

d) La densidad de estados de fonones g(w) se define de forma tal que g(w)dw es el nimero total de modos con
frecuencias entre w y w+dw por unidad de volumen del cristal. Sigamos los pasos de la clase tedérica. Supongamos
que necesitamos calcular el nimero total de modos normales de un sistema. Esto implica sumar sobre todos los
vectores de onda de la primera zona de Brillouin y sobre todas las ramas. Si llamamos s al indice que suma

sobre ramas:
d1=>"1-Y 1=dP-N (19)
k,s s k

donde utilizamos que el niimero de estados permitidos en la 1ZB es el nimero de celdas N y el total de ramas
estd dado por dP, donde d es la dimension del sistema y P el nimero de atomos en la base atémica. Si dividimos
por el volumen del cristal:

1 N
— 1=dP— = dPn. 2
y 21 =Py =dbn (20)

obtenemos el total de estados por unidad de volumen, con n. = N/V es la densidad de celdas. El préximo paso
es convertir la suma sobre k al continuo. Para esto multiplicamos y dividimos por Ak = (27)3/V (suponemos
un cristal tridimensional) que es el “volumen” que ocupa un estado en el espacio reciproco y tomamos el limite
V = o0

o1 , 1 Ak, 1
dPno= Jim 3 D V=m0 D Rp = pag 22 A
1 ) dk

= (o I 2 AR =D | o (21)

A continuacién, introducimos la integracién sobre las frecuencias: multiplicamos el integrando por “1”:
dk dk dk
dPn = 5F = Sl = —— [ dw(w — wy(k
" ;/@ww ;/@w)s g/mw/ 0w~ wi(k))
—Z/dw/ dk é(w—w(k))—Z/dw () (22)

donde hemos definido la densidad de estados de la rama s gs(w) como:

dk
0) = [ s b= w(l) (23)
con g(w) = Y. gs(w) que es el resultado obtenido en la tedrica. El dltimo paso es notar que el argumento de
la delta de Dirac es cero sélo cuando w = wy(k), es decir cuando k € As(w) donde A,(w) es la superficie de
nivel de frecuencia constante en el espacio reciproco. Por lo tanto, la integral sobre todo el volumen del espacio
reciproco queda restringido a esta zona. Usando la propiedad de la composicién de la delta de Dirac, escribimos
la forma final de gs(w)

dk 1 dA
)= [ T D= [ R .



En un sistema tridimensional las superficies A4(w) se define con dos grados de libertad, en d = 2 necesita un
grado de libertad, mientras que en una dimension la integral desaparece pues la superficie de nivel son solo dos
puntos del espacio reciproco. Notemos ademads, que si ﬂk/w = wy(k), por ejemplo cuando hay un gap en el
espectro de frecuencias, 6(w — ws(k)) = 0 y la densidad de estados se anula.

El problema que debemos analizar corresponde a un caso 1D. Para fijar ideas, repitamos el procedimiento
anterior para esta dimensién. Partimos de la Ec. (21):

1 Ak 1 1
lim — lim —— Ak = — 1 Ak = 2
Jim SR = g S k=g Y pim Sak=Y [ (25)
En vez de integrar sobre toda la primera zona de Brillouin, integramos sobre la mitad positiva, en nuestro caso

ke (0,7/2a) = 1ZB™:
Z /1213 27T Z /1213+ 27 (26)

y hacemos el cambio de variables k = k(w) invirtiendo la relacién w, (k) = w, permitido sin pérdida de generalidad
pues ws(k) es biyectiva en la zona de integracién

22 [ =

donde w} (wm‘“) es la frecuencia superior (inferior) perteneciente a la rama s. Especializamos este resultado
para las soluc10nes del problema. Cuando C2 =0, f(k) =1:

max

ot k)’ > [ dwge (27)

min
Wy

max

C 242
wi(/f):?1 1+ l_MAMMB

(1 — cos(2ka)) W— = WRA Wy = WRO (28)

Podemos calcular la derivada de la relacién de dispersiéon utilizando la regla de la cadena:

dw?)  dw? dws dws dws 1 d(w?)
s) s -9 . _ s 2
dk dw. dk kT Tk 2w, dk (29)

Esquematizamos los pasos para llegar al resultado. Primero, llamamos al radicando de r(k)

W)=

2
1+ r(k)] = k)= (gwi - 1) (30)
1
donde estamos utilizando que 7 (k) es siempre positivo en la 1ZB. Adem4s,

dw?) ¢4 14 /()] c dr(k)

- — =+ 31
dk u dk 2u/r(k) dk (31)
Y 1/2
dr(k) 4pa 4p2a Mp Mg 2
=— 2ka) = — 1—(1 k)—1 2
Las densidades de estados para ambas ramas son:
MaMgn, w(1-4w?)
gra(w) = (33)
M’]TCl MM 2 2
1—<1+ AHB{(1—(§1W2> —1D
2
Ma M w Lw —1
gro(W) = AMBNc (Cl ) (34)

e \/1— <1+ ST [(&wz - 1>2 _1D2

max l’l'llIl max

9(w) = 0w — WEROWRE — w)gra (@) + 0(w — wREIIWES — w)gro ()

La densidad de estados total es
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(b) Esquema de los estados en la relacién de dispersién

Figura 6: Densidad de estados de fonones y relacién de dispersién.

g(w) = 9(w)9<1 / % — w) gra(w) + 0<w - ?\Z;) 9<’ / 2701 - w> gro(w) (35)

donde incluimos unas funciones escalén para asegurar que g(w) € R. En la Figura 6 mostramos la densidad de
estados y las ramas éptica y acustica para Cy = 0.

Veamos algunas caracteristicas de la densidad de estados de fonones. Como mencionamos anteriormente
g(w)dw representa la cantidad de estados en (w,w + dw). La primera caracteristica saliente es la existencia de
dos regiones donde g(w) # 0. La zona de frecuencias mds bajas corresponde a los estados en la rama actstica,
mientras la més alta a la rama 6ptica. Entre ellas la densidad de estados es cero pues la relaciéon de dispersiéon
presenta un gap de frecuencias donde no hay estados. Por otro lado, tenemos divergencias (singularidades de Van
Hove) en g(w) cerca de este gap, que son consecuencias de la acumulacién de estados cerca de estas frecuencias
en el borde de zona, donde v, = dw/dk = 0, como se puede ver esquematicamente en la Figura 6(b). Lo mismo
sucede en el maximo en la rama Optica en el centro de la 1ZB que causa la altima divergencia en la densidad
de estados. Mds atn, que g(w) ~ cte para w pequeiios es consecuencia de la relacién de dispersién de la rama
acustica que, para k > m/2a, puede aproximarse linealmente w ~ ck, y g(w) = 1/(wdw/dk) ~ 1/(nc) = cte. De
forma similar puede explicarse que la densidad de estados en el centro de la rama actustica sea menor que en el
centro de la rama oéptica, pues la derivada en el primer caso es mayor que en el segundo.



Ejemplo 2: Red hexagonal simple bidimensional
Considere una red hexagonal simple 2D con pardmetro de red a formada por dtomos con masa M y e interac-
ciones a primeros vecinos, con constante de fuerza C
) Calcule la matriz dindmica.
b) Encuentre la densidad de estados de fonones para k, = 0
) Encuentre la densidad de estados de fonones para k, ~ k, ~ 0
X+ @y) a,ap = (%x - —y) a},

Resolucion

) La red es una red de Bravais que puede describirse con una base {a;
con base de un atomo d; = 0 en el origen. Por lo tanto, el sistema tendra solo dos ramas acusticas. En la

Figura 7 dibujamos la celda unidad origen con todas las interacciones

Figura 7: Celda hexagonal simple e interacciones

Como el sistema tiene un solo a&tomo en la celda unidad, omitimos los indices «,~ de la matriz dindmica y

Zaso,q Z e Rrglol (36)

las constantes ¢:

Dz N
con
¢l = Cdiudis (37)
$o0 =7  Gho=—  bhg=¢bo = (38)
c 3C V3C
$so=7 90 = =50 = (39)
4 4 4
con ¢y = dios P50 = 0= lo, Wi:lo = qbgo y (bf;f 0= qbé’,lm. La matriz dindmica es (se deja como ejercicio)
D(k)*g 3 —2cos(kga) —cos( ) (k @) \/gsin( %)s ( Y 2a) (40)
M V3sin (kg )sm(k‘ ) 3 —3cos (k%) co ( y2a)
) Cuando k, = 0, la matriz dindmica es diagonal
C [1—cos (ky@) 0
0 3 — 3cos (kchz)

(42)

)

an (YE)

16C
wLA(kx = O,ky) = M

y las dos ramas actsticas dan:

wra (ke = 0,k,) = U% ‘sin <\/§fya)‘




o wpa(ky = 0,k,) = V3wra(ks = 0,k,), donde LA y TA representan los modos longitudinal actstico y
transversal acistico, respectivamente.

En una red hexagonal simple, la red reciproca también es hexagonal con vectores reciprocos {b; = % (V3%+
¥),bs = %(\/ﬁf{ —¥). La primera zona de Brillouin, que es la celda de Wigner-Seitz del espacio reciproco,
también es un hexdgono, como se muestra en la Figura 8(a). Sobre el eje k,, la 1ZB estd restringida a la recta
entre los puntos —3(by — ba) y 1(by — bs), 0, més sencillamente, k, € (—%, %) En la Figura 8(b) se
muestra la relacién de dispersién restringida a k, = 0.

1.5F =
ky =
1.0+ -
1
0.5F — TA 7
— LA
0.0 -

(a) Primera zona de Brillouin para la red (b) Relacién de dispersién con kg = 0
hexagonal simple bidimensional. En na-
ranja, la 1ZB restringida a k; = 0.

w(k)

Figura 8: Primera zona de Brillouin para una red hexagonal simple y relacion de dispersion restringida a k, = 0.

Con la restriccion sobre el espacio reciproco, la densidad de estados es efectivamente del caso 1D, y podemos
seguir los pasos del ejemplo anterior:

11
gs(w) = —Tdws | (43)
| dk

Calculamos la derivada de la relacién de dispersion:

dw,  [t,C V3a o (\/gkya) B V3a [t,C B t.C 2 (\/gk‘ya)

dk, VM 4 4 s\ Y 4

3 )

_ V3 Sy =2 (44)
conty =2 paras=TA t;, =6 paras=LA y w?éx = /tsC/M es el méximo de la rama s. La densidad de
estados:

V3a 1

o) = s 9(w) = 0B — w)gra (@) + 0GP —wgal)  (45)

que se muestra en la Figura 9. Tenemos dos divergencias que corresponden a las frecuencias cercanas al borde
de zona para ambas ramas. Antes de la primera divergencia ambas ramas contribuyen a la densidad de estados,
mientras que posteriormente sélo contribuye wr,4 -

c¢) En este caso obtenemos, luego de aproximar a segundo orden:

wi ko, ky) = \/g\/g (’“;“)2 +% (ky‘f“)z wa ke, ky) = \/E\/; (’“;“)2 +% (ky\fa)Q (46)

Para calcular la densidad de estados en este caso utilizamos el resultado de la Ec.(23) en 2D

o) = [z b= wn(l) (47)
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Figura 9: Densidad de estados restringida a k, = 0.

Para la rama 1, tenemos

v [, et (- (5) -3 (52 )

Ahora hacemos el cambio de variables k, = \/§I~cy7 k, = IEI

gl(w):/lmdk(gﬂfdk L f\/ ka2 ;(k?)a))
_ /IZB dk(;ﬂf 3dk, ( \/W et k2>

a?
En coordenadas polares, llamando ¢ = QSCM :
dedk dedk’ /3, \/gw 2n, M
= ko = - —k ) = =
9 () / (2m)2 V3 e ) /IZB (2m)? ¢? (w—k) = o2 31 O

(49)

(50)

que es el resultado esperado para una relacion de dispersién lineal en 2D. Se puede mostrar que el mismo

resultado se obtiene para gs(w).



