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Repaso

Solidos cristalinos

Red de Bravais (RB)
1) Arreglo infinito de puntos discretos que se ve exactamente igual desde cualquiera de los puntos de la red.

2) Todos los puntos R tal que R = n,a, + n,a, + nzas (v ny, ny, n3 € 7)
a,, a,, a3 — Vectores linealmente independientes (vectores primitivos -VP-) que generan la red.

Numero de coordinacion (NC): Es el nimero de primeros vecinos de un punto de la red.



https://www.salve-project.de/
https://www.knmf.kit.edu/TEM.php
http://www.microscopy.cz/html/2487.html

Repaso

Redes de Bravais en 2D
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Repaso

Celda primitiva (CP)

Volumen del espacio que al ser trasladado a traves de todos los CPp
vectores de la RB llena el espacio sin gue haya ni superposiciones ni (FCC)
vacios. Contiene exactamente un punto de la red.

Celda de Wigner-Seitz (WZ)

Es una CP que no depende de los VP elegidos, y mantiene la

simetria de la red. Para un punto dado, es la region del espacio que Ce::dgc\:NZ

Se encuentra mas cercana a ese punto que a cualquier otro de la red. ( )

Celda unidad (CU)

Celda unidad convencional o celda unidad (CU): Volumen del cU cibi
espacio que al ser trasladado a traves de un subconjunto de vectores (FCCL:ICI)C& »
de la RB llena el espacio sin que haya ni superposiciones ni vacios.




Repaso

Estructura cristalina; Red con una base

Todos los puntos R tal que R = n @, + n,a, + nzas + d;, Vny,ny, ns €Z {d;} ={dy, dy, ..., dy}.

Cs*

RB + base (descripcion
del arreglo de elementos
-atomos/iones/moléculas-
dentro de una CP).

Diamante Cloruro de Cesio

Empaquetamiento compacto
Apilamos pequefias esferas rigidas (“atomos’) que se atraen e intentan acercarse lo maximo posible.

HCP B FCC
(...ABABAB...)| [N (...ABCABC...)




Red reciproca

Definicion de Red reciproca (RR)

El conjunto de vectores de onda K que generan ondas planas con la periodicidad de una RB
determinan su red reciproca (RR).

R = nlc_ll + nzaz + ngc_lg an, n,, Ng (S Z, dl, dz, 6_13 VP

Buscamos todos los K tal que: e!K'(T+R) = ¢iKT v 7 ¢ R3 v R € RB—> | eff=1

cLa RR es una RB?
Planteamos el siguiente conjunto de vectores linealmente independientes.
r_ a, X a
bl = 27 — 2_ 3_
a - (a; X as)
— a> X a _
{ by=2m———— > bi-a; =2mdy;

a, - (a, X as)
_ a, X a
b3 = 27[ — 1_ 2_
\ a, - (a, X as)




Red reciproca

La RR es una RB?

_ a, Xa _ a; X a _ a; X a —

by=2m——=— 3 . p =2pg——a "t p=2p— % > b;-a; = 2md;;
a - (@ X as) a; - (a; X az) a - (a X asz)

Cualquier vector k € R3 puede escribirse como k = k,b; + kb, + k3bs3, ki € R

—> k- R =(k by + kyb, + k3b3)(nia; + n,a, + nzaz) = 2n(kyng + kyn, + kgns)

e*R = 1Y R € RB & k; € Z —|LaRResunaRBYy los b; son VP| | Nomenclatura: Red directa
(RD) es la RB a partir de la
cual se determina su RR.

La RR de laRR
Buscamos todos los G tal que: e’K=1v K € RR.

Como todo vector R de la RD satisface esto —» todos ellos estan en la RR de la RR.

¢un vector que no sea de la RD? —» 1 = nya,; + n,a, + nza; con al menos un factor no entero.

—> 7K = 2nw(kyng + koyny + kang) —» e™K £ 1 » | LaRR delaRReslaRD




Red reciproca

Volumen de la CP de la RR

2T

|El * (Ez X B3)| - ‘(27'[ — .aZ_X ag_ > * (EZ X 53) |(C_l2 X C_l3) * (Ez X Eg)l

ay - (@, X as)

(@, 5,)(@ - Bs) - (@)@ B)| = @] =
= — — — a . a . — a_ . a_ . = — T TT —
G, - (@, ¥ a3 2 b2 )\az * b3 2 b3 )\Aaz * b3 l 9 ”
\ v J ~ )
v (volumen de la CP de la RD) bi - a; = 2
Ejemplos de RR: RR de una SC
(o s . 2ma® 2m SC SC
a, = ax b, = — "%
a3 a
_ ~ RR _ RR
< a, =ay ><b2=2_n}7 >
a a 2 /a
. — 7% — 2T a 2
a; = az _ 5 m/a
9 3 \b3 —7Z 7l ® ®

21/a



Red reciproca

Ejemplos de RR: RR de una FCC

b1_27T — — ;b2=27'[_ — — ;b3=277:_ — —
a - (a; X as) a, - (a; X az) a, - (a; X asz)
r a - 41 1
a, =5 (& +9) by =—>F+2-X)
a RR — 4 1 . ~ ~
<a2=§(2+2) — <bz=7§(z+x—y)
_ a .. . _ 41
az = +2) b= Y-
\3 2 3 aZ(x y—2)
FCC \ \
_RR 4r/a —— LaRR de una BCC es una FCC.

a
a 4-7'[/6&

a 4t /a




Red reciproca: Zonas de Brillouin

Zonas de Brillouin

La CP de WS de la RR se conoce como la 1°@ zona de Brillouin (182 ZB).

Este nombre se usa solo en el espacio k. La 1@ ZB de una RB en el espacio real es la CP de WS de su RR.

— 1¢2 ZB de una BCC es la CP de WS de una FCC, y viceversa.

La n-ésima ZB es el conjunto de
puntos a los que se llega desde el
origen luego de cruzar n-1 planos
bisectores. También es el conjunto
de puntos que tienen al origen como
suU N-€simo vecino mas cercano.

Todas las ZB tienen el mismo
volumen, que es el de la CP.




Red reciproca: Relacion con planos de la red directa

Planos de la red

Dada una RB, un “plano de la red” es aquel que contiene al menos tres puntos no colineales de la red.

e ] AN

Una familia de planos de la red es un conjunto de planos de la red paralelos e igualmente espaciados, que
contienen todos los puntos de la RB.

Teorema

1) Para cualquier familia de planos de la red separados en una distancia d, existen vectores de la RR
perpendiculares a ellos, el mas corto de los cuales tiene una longitud 27/d.

2) De igual manera, para cualquier vector K de la RR existe una familia de planos de la red normales
a K separados una distancia d, donde 2r/d es la longitud del vector de la RR mas corto paralelo a K.



Red reciproca: Relacion con planos de la red directa

Demostracion

1) Para cualquier familia de planos de la red separados en una distancia d, existen vectores de la RR
perpendiculares a ellos, el mas corto de los cuales tiene una longitud 27/d.

Dada una familia de planos de la red con vector normal unitario 7, separados en d:

:Es K = 2w /d un vector de la RR?

S . — ) ) 2
e'®T es constante en planos perpendiculares a K y tiene el mismo valor en planos separados A = 7” =d

Como uno de los planos de la RD contiene a7 = 0 —> e!X"= 1 v 7 en cualquiera de ellos.

K Los planos contienen a todos los R de laRB —» ¢ *'R= 1 v R e RD —K € RR.

/Es K es el vector normal mas corto de la RR?

Un vector mas corto daria lugar a una onda plana de longitud de onda mas grande, y no podria tomar el
mismo valor (en particular, 1) en todos los planos de la familia.—> K es el vector normal mas corto de la RR.



Red reciproca: Relacion con planos de la red directa

Indices de Miller
Los indices de Miller de un plano de la RD son las coordenadas del vector mas corto de la RR normal a ese
plano, para un dado conjunto de VP de la RR. Se utilizan para definir orientaciones de planos de la RD.

Un plano con indices h, k, | es normal al vector de la RR hb; + kb, + lbs; h, k, | € Z y los indices no
tienen factor comun.

Interpretacion geomeétrica en la RD
Un plano de la red de indices h, k, | definido por K = hb; + kb, + lbs esta contenido en el plano continuo

K - ¥ = A, para una constante adecuada A.

Este plano interseca a los ejes determinados por los VP de la RD a; en x,a,, x,a,, x3a5
as

Los x; estan determinados por la ecuacion del plano K - (x;a;) = A

K-a, = 2nh x, = AJ2mh L1
I?-(,_l2=27'[k — x2=A/2T[k—>hkl= . .
K -a; = 2nl x3 = A/2ml X1 X2 X3
(bi y a_] = 27'[5U)



Red reciproca: Relacion con planos de la red directa

Convenciones

Los indices de Miller dependen de la eleccion de VP. Para la SC, BCC y FCC se suelen tomar CU cubicas.

Los planos se especifican como (h, k, [) — Un plano con normal b; — b, + bs se le llama el plano (1,-1,1).
Alternativamente, (111) y se eliminan las comas.

Para especificar direcciones en la RD: [nyn,n;]—» n,a; + n,a, + nyas apunta en la direccion [n;n,ns].
Para especificar familias de planos de igual simetria: {hkl}— En un sistema cubico los planos (100), (010),
(001) forman parte del conjunto de planos {100}.
Ejemplo: Planos en una SC

fhocl/xl b

kx<1/x,
g [ x 1/X3

A




Difraccion de rayos X: Formulacion de Bragg

Las distancias interatémicas estan en el rango de los A (10-1°m).

C
hw = FaN 10*eV — Energias de rayos X.

Formulacion de Bragg

Rayos reflejados especularmente por planos cristalinos.
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Interferencia constructiva: 2dsenf = nA,n € Z Un haz que contenga un rango de longitudes
(A < 2d) de onda daria lugar a multiples reflexiones.




Difraccion de rayos X: Formulacion de von Laue

Formulaciéon de von Laue

Tratamos a cada atomo como un elemento dispersor que puede re-irradiar en todas las direcciones.

E = 2nfi/A
nry _ _
e [k ik = 2mA’ /A (k = K/, dispersion eléstica)
' v v
- Diferencia de camino:;
dcosd =d -7

dcos + dcos8' =d - (A —7")
Interferencia constructiva:
d-(A—-7)=mi, meZ—>»d-(k—k')=2mm

Interferencia constructiva en toda la red:

R-(k—k')=2mm, VReRD,meZ — e!® k)R =1 vReRD

Necesitamos K = k — k' € RR (el cambio en vector de onda debe ser un vector de la RR: Condicion de Laue).



Difraccion de rayos X: Bragg y von Laue

Formulacion de von Laue

K=k-k€RR —> k=|k—K]|
k=k 0

—> k2 =k2—-2k-K+K%*—>» 2k -K = K?

_ — _ 1 :
2k - (KR) =K? —» |k-R = EK Formulacion alternativa

de la condicion de Laue

Equivalencia entre las formulaciones de Bragg y von Laue
Partimos de que se satisface la condicion de Laue.
K=nKyn€Z

K,: vector de la RR mas corto //K
Ky, =2n/d —» K =2nn/d

(Distancia entre planos sucesivos de
la RD definidos por K, por teorema.)

K = 2ksenf —» k senf = nn/d
k=2n/A —» 2dsenf = ni

Plano de Bragg

Un maximo de difraccion de Laue
corresponde a un cambio de
vector de onda dado por K € RR,
que equivale a una reflexion de
Bragg por los planos de la RD
perpendiculares a K. El orden n es
el cociente entre K y K,.




Difraccion de Rayos X: Construccion de Ewald

Construccion de Ewald (espacio k)

Construimos una esfera centrada en la punta de k (vector de onda incidente), de radio k.

[ J L] [
. . La condicion de Laue se
satisface solo si la superficie de
. . . la esfera interseca a un punto de
la RR (ademas del origen).




Difraccion de Rayos X: Construccion de Ewald

Construccion de Ewald (espacio k)

Construimos una esfera centrada en la punta de k (vector de onda incidente), de radio k.

. La condicion de Laue se
satisface solo si la superficie de
la esfera interseca a un punto de
la RR (ademas del origen).

En general no habra un punto de la RR intersecando a la superficie de la esfera de Ewald.




Difraccion de Rayos X: Metodo de Laue

Meétodo de Laue

Se utiliza un haz de rayos X no monocromatico para asegurar la ocurrencia de maximos de Bragg.

Al < A < AO [} [ ] [ ] [} [ ]
];0 = 27Tﬁ//10 . .
El = Zﬂﬁ//’{l

https:{/www.xtal.iqfr.gsic.es

Se observan maximos de Bragg para los puntos ubicados entre las dos esferas.



https://www.xtal.iqfr.csic.es/

Difraccion de Rayos X: Cristal rotante

Meétodo del cristal rotante

Se utiliza un haz de rayos X monocromatico y se rota continuamente al cristal.

)
J
..-". =
et <

Cristal

\| = Deteccion

Eje de rotacion

Se producen reflexiones de Bragg cuando puntos de la RR intersecan la superficie de la esfera.




Difraccion de Rayos X: Factor de estructura

Factor de estructura
Si se satisface la condicion de Laue, pero el cristal tiene una base de mas de un 4tomo, con posiciones
d d en la CU, entonces debe analizarse también cOmo estos interfieren entre si.

Diferencia de fase entre haces dispersadosen d; = 0y d;

v

En general lo tomamos como el origen

_ _ _ A - _  _ A - _
Diferencia de camino: dcosf + dcos@’ = Z_d (k—k') = _ndj - K
T
— La diferencia de fase es K - d;
Onda proveniente de una CP de atomos idénticos

1 N Tl n El factor de estructura determina

elk T el(k T+ K-dy) 4 e el(k T+ K-dy,) s - _ _ _
—> | Sk = 2 Ked; la influencia de la interferencia
d = entre atomos idénticos en una

— eik’-f(eil?-&l + eiz?-c‘zz F e eiK-dn)
- ~ g base sobre la intensidad del
Sk — Intensidad del méaximo de Bragg « |Sk|% | maximo de Bragg asociado a K.




Difraccion de Rayos X: Factor de estructura

Factor de estructura

Si bien no es la Unica fuente de dependencia en K en la intensidad (por ejemplo, la estructura interna del
atomo puede dar una dependencia), es de utilidad para determinar extinciones por interferencia destructiva.

Ejemplo: BCC como SC con una base

’C_ll = aXx by = (2m/a)R

la, = ap RR_, 1b,=@2n/a)) —> K = hb, + kb, + b,
az = az bs = (2m/a)Z = (2n/a)(hX + k9 + [2)
dl — (_)
d, =(a/2)(R+9 +2)

n
- Y . 2, h+k + [ par
—> Sy = z eFdj =1 4 M 2T = 1 4 pinlhrkal) = 1 4 (—1)hHk+l = {o h+k+1 imgar}

—.
Il
[



Difraccion de Rayos X: Factor de estructura

Ejiemplo: BCC como SC con una base

¢ = {2, h+k+lpar} Los puntos de la RR SC con suma de coordenadas impar no
kK=o, h + k + [ impar presentan reflexiones de Bragg.

J— o~ . 7 I
R = (2n/a)(h% + k§ + [2) » iSe obtiene una FCC! (RR de una BCC)

La descripcion de difraccion de rayos X es correcta ya sea tratando a
/ / la red como una BCC, o como una SC + base.

0“5, Z

2 /a
‘ 4t /a

; COmMo se entiende en el espacio real?

A

Ocurre interferencia destructiva
i \ entre los planos determinados por

los distintos elementos de la base.

—
s
[



Difraccion de Rayos X: Factor de estructura

Ejemplo: Estructura de diamante

&, = (a/2)(Z +9) by = Q2n/a)(F +2- %)
{ @ = (/@ +2) —2 % b, =@r/a)G+2—9)
(@3 =(a/2)F +2) by = 2n/a)(% + 9 - 2)
d, =0
d, = (a/)ER+ 9+ 2)

—> K =hb; + kb, +lb; = 2u/a)[(k+1—hE+(h+1—-k)P+ (h+k—DZ]

n
i > Ao o T
S = z elKdj — 1 4 elK'Z(x+y+Z) -1+ elf(h+k+l) — 1 4 jhtktl =

j=1

141 h + k + [ impar

2, h + k + [ doble de n° par
0, h+ k + [ doble den®impar



Difraccion de Rayos X: Factor de forma

Factor de forma atomico

Si los atomos de la base no son idénticos:

n
Sk = z fj(l?)eil?-aj fj- Factor de forma atomico. Determinado por la estructura interna del atomo en (1]-.

Jj=1

Si los atomos son idénticos se recupera la expresion anterior, multiplicado por un factor comun.

f; esta dado por la transformada de Fourier de la distribucion de carga electronica p; (7).

_ 1 =
fi(K) = —szj(f)e”{"” dr

En general Sy # 0, a menos que ocurra una extincion casual.
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