Oscilaciones del cristal

Teoria cuantica de las oscilaciones
armonicas del cristal

Prof. Alberto Camjayi



Introduccion

La descripcion clasica no alcanza

Pese a que en la aproximacion armonica las relaciones de
dispersion cuanticas y clasica coinciden, las propiedades
estadisticas son claramente diferentes.

Dos de los problemas claves del fin de siglo XX fueron los
calores especificos de los solidos y la radiacion de cuerpo
negro.

En ambos casos el camino hacia una solucion se dio cuando se
cuantizaron los grados de libertad involucrados. Planck introdujo
su formula para “ajustar” las observaciones en el espectro del
cuerpo negro y Eisntein tomo sus ideas como postulado y las
extendio a la descripcion de los solidos.



Introduccion

Aproximacion armonica

El punto de partida es el resultado clasico.
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Transformando Fourier (¢,pueden relacionar esta expresion con
alguna de la clase anterior?)
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Introduccion

Aproximacion armonica

Reemplazando en la energia:
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Introduccion

Aproximacion armonica

Diagonalizando la matriz dinamica, se obtiene la energia
potencial elastica en su forma diagonal:

1
E 2
k,v

donde Uk, = E ef{y - Uk
J

El problema se reduce a osciladores desacoplados.



Descripcion cuantica

Cuantizacion

Promoviendo las variables de momento y posicion al estatus de
operadores e introduciendo los operadores de creacion y
destruccion, el hamiltoniano que obtenemos es el de pN
osciladores independientes:

H = ; (a;g,,&ky + %) hw, (k) =) (ﬁky + %) hw, (k)

kv
donde {&ky, &LU} — 1.

Los fonones, los cuantos de vibracion del cristal, son bosones
libres.



Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
La funcion de particion es

Z: Z 6_/8E{nkv}
{nKo }

donde la suma es sobre todas las configuraciones posibles.
Como

Z 6—6E{nky} _ Z e_/BZ{nkV}(nky‘l'%)hwkv
{nkv } {nkv }



Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
La funcion de particion es

Z: Z 6_/8E{nkv}
{nKo }

donde la suma es sobre todas las configuraciones posibles.
Como

Z G_BE{nkl/} — H (B_B%hwv(k) + e_B%hwv(k) + .. )
{nk, } kv



Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
La funcion de particion es

Z: Z 6_/8E{nkv}
{nKo }

donde la suma es sobre todas las configuraciones posibles.
Como

— B hw, (k)

Z o~ BE{n} _ H 1 i o—Bhw, (k)

{nk.,} kv




Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
Ahora podemos calcular la densidad de energia

9 1 | | 1
S A V;hw”(k) {eﬁhwy(k) 1 5}

Enseguida reconocemos el valor medio de la ocupacion

1
nl/(k) — <nkl/> — eﬁhwy(k) _1

caracteristico de los bosones.



Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
Restaurando la constante de energia (red estatica):

- I fw, (k) 1 i, (K)
U—ueq+V§ 9 ! Vzeﬁhwv(k)—]_
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Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
Restaurando la constante de energia (red estatica):

[ (k)] 1 hw, (k)
V%; > [V

U = Ueq

Red estatica
(clasico)
Fluctuaciones de punto cero



Propiedades térmicas

Calor especifico

A partir de la formulacion cuantica, solo resta utilizar la
mecanica estadistica para evaluar sus consecuencias.
Restaurando la constante de energia (red estatica):

B 1 hw, (k) 1 hw, (k)
U—ueq+V§ 9 ! V%;eﬁh"‘%/(k)—l

hw, (k)
Z OT eﬁhwy(k) —1




Propiedades térmicas

Calor especifico, limite clasico

A altas temperaturas donde Shw = < 1, podemos expandir
la exponencial:

1 1 1 r oz’
= =—|1--+ = +0(z’
e —1 o+ iz la3+ a:{ > T O )}
A primer orden no nulo:
1 0 1
= — Y —(kpT) = —3pNkp = 3nk
Cy V%;E)T(B ) VP B nrp

se obtiene el resultado de Dulong-Petit.



Propiedades termicas

Calor especifico, limite de baja temperatura

A bajas temperaturas donde 5h — o0, podemos estimar el
calor especifico haciendo las siguientes aproximaciones:

Pasamos de la sumatoria a la integral

hw,, (k hw, (k)
Z@Teﬂﬁwv(k)—l 8TZ 1z, (2m)3 ePho () — ]

Como el integrando va exponencialmente a cero, podemaos
extender el area de integracion sin alterar significativamente el
resultado

. Z hw,, (k)
Vo or 3 eBhwy (k) — 1




Propiedades térmicas

Calor especifico, limite de baja temperatura

A bajas temperaturas donde 5h — o0, podemos estimar el
calor especifico haciendo las siguientes aproximaciones:

Como Bh — o9, solo los modos acusticos de baja energia
(dispersion lineal) contribuyen a la integral. Asi despreciamos
los modos Gpticos y aproximamos los acusticos como:

A = — ey e e e B ————TL A e T ety e 3t wer o ——

(2) k RS 1 (b) k



Propiedades térmicas

Calor especifico, limite de baja temperatura

A bajas temperaturas donde 5h — o0, podemos estimar el
calor especifico haciendo las siguientes aproximaciones:

; Z / hCV )k
v 8T eﬂhcy(k)k 1 .

VEacus.

Pasando a esféricas

> dk hey (k) &S
cy = (9T Z / /dQ Shew Ok — 1

VEacus.




Propiedades térmicas

Calor especifico, limite de baja temperatura

Definiendo la variable = Bhc, (k)k, la integral se puede
llevar a la forma

Ni/ de 23 Z /
VT ), 2 ew—154h33 47rcy

VEacus.

Definiendo el promedio inverso del cubo de las velocidades del
sonido a longitud de onda larga

c3 2/477@

I/Eacus




Propiedades térmicas

Calor especifico, limite de baja temperatura

Finalmente obtenemos

s 0 (kgT)* 3 /OO v?de 0 w° (kgT)*
V0T (hes)d 2n2 et —1 9T 10 (hes)3

Nﬁk kpT\*
v 5 P he,




Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Entre las aproximaciones discutidas, hay un rango grande de
temperaturas donde el calculo debe ser realizado de manera
numerica. Esto es posible si se conocen las relaciones de
dispersion.

Historicamente, hubo dos interpolaciones sencillas debidas a
Debye y Eisntein, que todavia se utilizan como méetodos
Interpolativos o de ajuste.



Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Debye

» Simplifica el espectro a solo tres ramas con dispersion lineal,
idénticas entre ellas w = vgk (tipicamente vs = cy).

« Reemplaza la 1BZ e integra sobre una esfera de radio kp,
cuyo volumen contiene exactamente pN estados (pN es el
numero de iones del cristal).

(27)° 4 k2,

_ 3 _
v XpN—gﬂijn—@




Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Debye

Como resultado, la formula de Debye es

0 3hv, /kD k3dk
Cy
0

~ 9T 272 ebhvsk _ 1
3w, h, /‘“D khefhk
o2 kpT? J,  (eBhvsk —1)2

Definiendo la frecuencia y la temperatura de Debye.

wp = vskp; kpOp = hwp



Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Debye
El resultado puede ponerse enteramente en funcion de los
parametros

onkp [ — S/GD/T et Bhuk
cy =9Ynkp | — T, r = Phugk.
Vv @D 0 (em L 1)2 9 S

La temperatura de Debye es una medida de |la temperatura
debajo de la cual la contribucidon fondnica se “congela”. A
temperaturas mayores gue la de Debye los grados de libertad
fononicos estan activos. Tipicamente © p ~ 10% K.



Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Debye

¢, Como se elije la temperatura de Debye?

1) Pidiendo que coincida a baja temperatura con el resultado
exacto.

3
1274 T
YT — 0) = nkp | —
5 Op
Ajustando los datos a baja temperatura con una cubica en T, se
determina su valor.




Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Debye

¢, Como se elije la temperatura de Debye?

1) Pidiendo que coincida a baja temperatura con el resultado
exacto.

2) Habitualmente, se toma la temperatura de Debye como una
funcion de ajuste:© p = ©p (7). Si bien no esta justificado,
es una practica usual.



Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Einstein

Para obtener una mejor representacion de las ramas opticas, se
puede utilizar el modelo de Eisntein. Asi, combinando el modelo
de Debye para las ramas acusticas y el de Einstein para las
opticas, se puede mejorar la descripcion.
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Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Einstein

En este modelo, todas las ramas opticas se aproximan por una
relacion de dispersion constante de frecuencia WE.
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Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Einstein

Las acusticas se tratan con Debye

T \° [Op/T dpw
acus. — k, d
v e (@D> /o (en — 12

solo que ahora la densidad considera solo el numero de celdas
primitivas (para evitar contar dos veces).

273 4
(‘7;) XN:§7T]€3D




Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Einstein

Las opticas, en la aproximacion de Einstein, contribuyen a la
energia con el termino

Por lo tanto, si tenemos 3(p-1) ramas opticas, su contribucion
sera

(Bhwg)?efhws
(eﬂhwE _ 1)2 )

PP = 3(p — 1)nkp



Propiedades térmicas

Calor especifico, rango intermedio: interpolacion

Einstein

El calor especifico de Einstein contribuye con el término

3(p = 1)nkB al resultado de Dulong-Petit a alta temperatura.
A baja temperatura, como corresponde para los modos opticos,
su contribucion es despreciable (cae exponencialmente).

La temperatura caracteristica, que separa ambos regimenes, es
la temperatura de Einstein

kpOr = hwg



Propiedades térmicas

Calor especifico y densidades de estado

De forma analoga a como hicimos con los electrones, es posible
Introducir la densidad de estados de fonones.

hw, (k) 0 hw
V=97 Z/ oBhw, (k) _ | 3T/dw9( ) SBhw _ |
Comparando ambos lados de la igualdad
dk
O(w — wy(k))




Propiedades térmicas

Calor especifico y densidades de estado

Por ejemplo, en la aproximacion de Debye, tenemos

dk kDo dqk
GDebye (W) = S/D (27r)35(w —ck) = 3/0 ﬁd(w — ck)
(3 w?
53 3 w < Wp

JDebye (w) = <

0; w>wp



Propiedades térmicas

Calor especifico y densidades de estado

Por ejemplo, en la aproximacion de Debye, tenemos

dk kD dk
GDebye (W) = S/D (27?)35(w —ck) = 3/0 ﬁd(w — ck)
0.5}~ Alum|n|0 A
(3 W? |
rw << wWp 2 04
2 2 37 7
JDebye (w) = < e E 03
0 w>wp %
\ T

w (10" rad/sec)



Midiendo los fonones

Interaccion con luz y neutrones

Ademas de interactuar con los estados electronicos, la radiacion
electromagnética puede interactuar con los fonones.

Esta interaccion ocurre de dos maneras: por absorcion de de luz
(en el infrarrojo) o por scattering inelastico (en el visible).

Ambos procesos son diferente, cumplen distintas reglas de
seleccion y constituyen métodos complementarios.

Los neutrones por otra parte, solo interactuan por procesos
Inélasticos.



Midiendo los fonones

Absorcion infrarroja

En este proceso resonante, un foton es absorbido y un fonén es
creado en el material.

Este proceso puede ocurrir en cualguier material con caracter
iIonico. El mismo esta asociado al momento dipolar creado en el
modo fononico por el desplazamiento relativo de los iones
cargados.

El fondn asociado a esta absorcion debe ser necesariamente
optico.



Midiendo los fonones

Absorcion infrarroja

Se deben conservar energia y momento ( es la velocidad de la
luz).

Energia: Wfonén = CKfotén
Momento: K¢otgn = Kiongn + K

Dado que la velocidad de la luz es mucho
mayor que la del sonido K = 0.

A

En infrarrojo: \,
\

— kfot(’)n A 103 CHl_1

— kfonen < m/a ~ 10° cm ™+

Wionsn ~ 1010 — 1014 Hz

~Y



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica

Los procesos de scattering con fotones o neutrones son
completamente analogos. La diferencia es la energia
Involucrada, siendo la de los fotones mucho mayor.

Si aumentamos la energia de los fotones mas alla del infrarrojo,
la energia transferida a los fonones es tan pequefa que
detectarla en el fotdon dispersado es complicado.

Para fijar ideas, comenzaremos con el scattering de neutrones.



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Dos conservaciones determinan las reglas de seleccion:
conservacion de la energia y del momento cristalino.

La conservacion de la energia es un principio fundamental que
no hace falta aclarar.

La conservacion del momento cristalino es consecuencia del
potencial periddico. Los neutrones interactian con los nucleos,
gue forman un arreglo periodico (la red de Bravais mas la base).
Por el teorema de Noether, asociada a esta simetria hay una
cantidad conservada: el momento cristalino.



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Conservaciones. Las variables primadas corresponden a los
estados finales.

p p /
(~ 2 & 7 1% k T 1%
IM oM Zk,, oy (k) (nge, — Miew )

12 2

p'—p=—) hk(ny, — i)+ K
kv

Inicialmente el neutron tiene un momentop y hay una
distribucion 1k, de fonones. Luego del scattering ambos
cambian (variables primadas).



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con cero fonones. En este caso, el estado final del
cristal es idéntico al inicial. El scattering es elastico.

/12 2

p p /
- - - = p— p— h
ol o= a=a (p=hq)

p-p=iK = q =q+K
El resultado es exactamente igual al obtenido por von Laue en

el scattering de Rx. Obviamente son iguales porqgue ambos
pProcesos son elasticos.



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con un fonon. En este caso, el estado final del cristal
difiere en un fonon del inicial. El scattering es inelastico.

/12 2

p p
— = — + hw,(k
oar — o e (K)

p/:p::hk—l—hK




Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con un fondén. En este caso, el estado final del cristal
difiere en un fonon del inicial. El scattering es inelastico.

/12 2

oM~ 2M
/ | Absorcion/emision de un fonon
p = pDhk=+HK

Estos resultados pueden ponerse en funcion de la transferencia
/ - . .

de momentop — p. Ademas el momento cristalino puede

absorberse como un corrimiento ya quewk+ Ky = Wky-




Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con un fondén. En este caso, el estado final del cristal
difiere en un fonon del inicial. El scattering es inelastico.

/12 2 /
p P hiw, (p —p) Fonon absorbido

oM ~— 2M h

/2 2 A
P — p hw,, b—Pb Fonon emitido
2M  2M h

En un experimento, midiendo la energia y la direccion del
neutron saliente, podemos obtener la energia y vector de onda
del fondn involucrado. Obtenemos asi un punto en la relacion de

dispersion.



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con un fondén. En este caso, el estado final del cristal
difiere en un fonon del inicial. El scattering es inelastico.

En un experimento, midiendo la energia y la direccion del
neutron saliente, podemos obtener la energia y vector de onda

del fondn involucrado. 16
, 14 Hmt N Ltﬁ::
Obtenemos asi un punto en : Silicio :

o | >
la relacion de dispersion. o | -

w/27 (THz)

Frequency v =
O N A~ O

Wave number &



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con dos fonones. En este caso, el estado final del
cristal difiere en dos fonones del inicial.
Veamos la absorcion de dos fonones:

12 2

p- P (1
P = P, () + o ()

p' =p+ hk + ik’ + BK




Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con dos fonones. En este caso, el estado final del
cristal difiere en dos fonones del inicial.

Veamos la absorcion de dos fonones. Reduciendo las
ecuaciones

/12 2

/_
P Py by (k) + huw,s (p p—k)

oM~ oM h

Como vemos, hay un continuo de energias en cada direccion
donde midamos el neutrén saliente. El numero de de
conservaciones en inferior al numero de incognitas.



Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con dos fonones. En este caso, el estado final del
cristal difiere en dos fonones del inicial.

Como vemos, hay un continuo de energlas en cada direccion
donde midamos el neutrén v

{ Number
saliente. ol Ay
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E'- E (neutron energy gain)




Midiendo los fonones

Dispersion inelastica de neutrones

Scattering con dos fonones. En este caso, el estado final del

cristal difiere en dos fonones del inicial.

Como vemos, hay un continuo de energlas en cada direccion

donde midamos el neutron

saliente.

Picos de procesos
de un fonon

$ Number
of
counts

E'- E (neutron energy gain)



Midiendo los fonones

Dispersion Raman

Es posible, utilizando métodos interferométricos, medir las
diferencias de energia en fotones opticos.

Como vimos anteriormente, los vectores de onda de los fotones
son pequenos comparados con la 1BZ vy, por lo tanto, estas
tecnicas solo pueden dar informacion acerca de los fonones en
la cercania dek = 0.

Estos procesos se denominan scattering de Brillouin si involucra
fonones acusticos y scattering de Raman en el caso de fonones

opticos.



Midiendo los fonones

Dispersion Raman

Conservacion en el caso de scattering de un fonon.
hw’ — hw =+ hwy (k)

nqg =nq=Lk n: {ndice de refraccion

Absorcion: se conoce como componente anti-Stokes

Emision: se conoce como componente Stokes

ng’ nq'
(7] (7]

nq = - ng
k k
anti-Stokes Stokes \




Midiendo los fonones

Dispersion Raman

Conservacion en el caso de scattering de un fonon.

hw’ — hw =+ hwy (k)

n: indice de refraccion

nqg =nq+k
Como el cambio en el vector de onda del fotdbn es muy pequeno,
se pueden relacionar la magnitud del vector de onda del fonon
con el angulo de scattering y la frecuencia del foton:

v, nw . 6

k = 2ngsin 5 = 27 sin 5 (Raman)



Midiendo los fonones

Dispersion Raman

Conservacion en el caso de scattering de un fonon.

hw’ — hw =+ hwy (k)

/ / . .,
nq =nqxk n: indice de refraccion

Como el cambio en el vector de onda del fotdbn es muy pequeno,
se pueden relacionar la magnitud del vector de onda del fonon
con el angulo de scattering y la frecuencia del foton. En el caso
de un fonon acustico, se halla una relacion para la velocidad del

sonido:
A Aw ¢ v,

cv(K) =52 es¢(5) (Brillouin)



FIn de |la clase

iMuchas gracias!



