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Introduccion

Cuantizacion [Bruus]

Historicamente, lo primero en cuantizarse fueron las variables
dinamicas de las particulas, dejando los campos
electromagnéticos clasicos (Heisenberg, Schrodringer y Dirac,
1925-26).

A continuacion, los campos electromagnéticos se cuantizaron
(Dirac, 1927) e incluso las particulas se representaron por
campos cuanticos (Jordan y Wigner, 1928).

Por convencion, la forma original de la mecéanica cuantica se
denomina “primera cuantizacion”, mientras las teorias cuanticas
de campos se formulan en el lenguaje de “segunda
cuantizacion”.



Primera cuantizacion

Sistema de muchas particula

En un sistema compuesto por N particulas identicas, la funcion
de onda depende de las 3N coordenadas y de los N espines.
La misma es interpretada como la amplitud de probabilidad de
encontrar las particulas en una dada configuracion de espines,
en el volumen infinitesimal alrededor de punto en el espacio de
configuracion donde esta evaluada:

N
Prob = |?7D(I'10'1, ce ,I‘NO'N)|2 H dI‘j

j=1



Primera cuantizacion

Particulas indistinguibles

Ademas de la generalizacion natural de la funcion de onda, un
segundo hecho fundamental debe ser incorporado: en fisica
cuantica las particulas idénticas son indistinguibles.

Esto impone una simetria en la funcion de onda de N particulas
frente a las permutaciones de las coordenadas:

* Bosones:
PY(ry, ..., v, .., Tyo.., *y) = +U(ry, ..., gy, Ty, IN)

e Fermiones:

Y(ry,.. ., T, Tyoo o, ) = —(ry,. .., Thyo oy, Tiyee o, TN)



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

La base para representar los estados de N particulas se puede
construir a partir de cualquier base completa de funciones de
onda de una particula.

S (), () = 6(r — 1) / Ar e ()b (¥) = Suar

Empezando por la funcion de onda de N particulas, la podemos
proyectar sobre una de las funciones de la base.



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

La base para representar los estados de N particulas se puede
construir a partir de cualquier base completa de funciones de
onda de una particula.

Empezando por la funcion de onda de N particulas, la podemos
proyectar sobre una de las funciones de la base,

Ayl(r27°°'7rN) E/drlwil(rl)w(rl7°°°7rN)‘

Podemos invertirla usando completitud:

Zwyl (r{)A,, (ra,...,vrN) = U(r],ra,...,TN).



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

La base para representar los estados de N particulas se puede
construir a partir de cualquier base completa de funciones de
onda de una particula.

El proceso se puede iterar:

AVl,Vz(r37”-7rN) :/dr2¢;2(r2)AV1(r27"°7rN)7

e Invertir nuevamente

Z (U (rll)wm (r/Q)Al/l,Vz (ra,...,rn) = w(r’la r/27 ...,TN).

Vi,UV2



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

La base para representar los estados de N particulas se puede
construir a partir de cualquier base completa de funciones de

onda de una particula.
Finalmente, obtendremos:

w(rlv R 7rN) — Z AV1,---,VN¢V1 (rl)ww (1‘2) JEIC wl/N (rN)7

Vi,....UN

donde los coeficientes son numeros complejos.

Asi cualquier funcion de muchas particulas se puede
escribir como una superposicion (complicada) de estados
producto de N funciones de una particula.



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

Si bien la base de estados producto es tan valida como
cualquier otra, no resulta muy util para imponer la simetria de
particulas idénticas.

Todos los requerimientos para garantizar la simetria deben estar
Incluidos en los coeficientes recién deducidos.

Una manera mas inteligente de dar cuenta de la simetria, es
introducir los operadores de simetrizacion (S ) para los
bosones y de anti-simetrizacion (S_ ) para los fermiones.



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

Para fermiones el operador toma la forma de un determinante y
para los bosones de un permanente (determinante sin signo):

wl/l (rl) wvl (rQ) . wvl (rN)

. [ Yoy (1) huy(ra) o P,
Sy Hwyj (I'j) — :I‘1 :I'2 ’ (:I'N)
g=1 '

¢VN.(T1) wVN.(I.Q) AR wVN .(I.N) oL




Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

Para fermiones el operador tomo la forma de un determinante y
para los bosones de un permanente (determinante sin signo):

N N
S, H Yy, (r;) = Z H Vo (Tp(5)) (bosones)
j=1

peESN \J=1

N N
S_ H Yy, (r;) = Z H Yy, (Tpes)) | sign(p) (fermiones)
j=1

peESN \J=1

donde Sy es el grupo de las N ! permutaciones en las
coordenadas.



Primera cuantizacion

Base de funciones de una particula

Para fermiones el operador tomo la forma de un determinante y
para los bosones de un permanente (determinante sin signo):

N N
S, H Yy, (r;) = Z H Vo (Tp(5)) (bosones)
j=1

peESN \J=1

Determinante de Slater

N N
S_ H Yy, (r;) = Z H Yy, (Tpes)) | sign(p) (fermiones)
j=1

peESNny \Jj=1

donde Sy es el grupo de las N ! permutaciones en las
coordenadas.



Primera cuantizacion

Operadores

En general los operadores de un cuerpo, tipicamente la energia
cinética o potencial externo, se pueden escribir como:

Zh > > | Vb!hg|Va>!Vb><Va\

] ]-Vaal/b Y

con

A

s = / dr 7% (55)h(cs, Ve, Yo, (1))



Primera cuantizacion

Operadores

Si pasamos a operadores de dos cuerpos, como por ejemplo el
potencial de Coulomb, que dependen de dos coordenadas j y K:

V=D V=D Vi =

>k JFk

= % ST ST wevalViklvavs) o, (0)) [, (0)) (W, (1) (20, (x)

) Vq sVp
j7#k Ya
Ve,lVd

con

chyd,ual/b — /drjdrkwic (I'j)w;d (rk)v(rj T I'k)%a, (I'j)wub (rk)



Segunda cuantizacion

Introduccion

La segunda cuantizacion esta basado en la representacion del

numero de ocupacion.

Partiendo de primera cuantizacion y sus funciones producto de
autofunciones de una particula, la segunda cuantizacion estara
basada en los numeros de ocupacion de dichos estados.

Lo primero es definir una base ordenada de autofunciones de

una particula

Uri), [va)s |vs), - -



Segunda cuantizacion

Representacion de ocupacion

Los estados de la base para el sistema de N particulas se
obtienen simplemente listando las ocupaciones de cada estado.
Se definen los operadores de ocupacion

'fLVj |n,/j> — nl/j |n1/j>

y la base para el sistema de N particulas es entonces:

N N R 3 Znyj = N.
J

El espacio generado por esta base, es el espacio de Fock

f:Fo@Fl@F2@F3@---



Segunda cuantizacidn

Bosones

Para conectar primera y segunda cuantizacion introduciremos el
operador de creacion:

bl |y, ) = Bo(ny,)|...on, + 1,00
El Unico elemento de matriz no nulo del operador es
(ceesm, —|—1,...\bij\...,nyj,...>

y su adjunto

<...,nyj—|-1,...|blj|...,nyj7“_>*:

= (oymuy, 5T, + 1)



Segunda cuantizacion

Bosones

Por lo tanto, podemos definir al operador de destruccion como

by |-yt ) =B (n, )| yn,, —1,...)

Los operadores de creacion y destruccion son los operadores
fundamentales en segunda cuantizacion y, Como veremos,
cualquier otro operador puede ser expresado en funcion de

ellos.



Segunda cuantizacion

Bosones

Si actuamos sobre el “vacio” (cero particulas) es claro que estos
operadores no conmutan, dado que:

bl, b,,,10) =0y by,b}, |0) =[0) (B4+(0) = 1,B_(0) = 0)

Como (1[b7|0)* =1 = (0b|]1) =1 < B_(1) =1.

Su algebra de conmutacion esta dada por la fisica de los
bosones:

A

BB =0 (b b =0 (BBl | =0



Segunda cuantizacion

Bosones

Si actuamos sobre el “vacio” (cero particulas) es claro que estos
operadores no conmutan, dado que:

bl, b,,,10) =0y by,b}, |0) =[0) (B4+(0) = 1,B_(0) = 0)

Como (1[b7|0)* =1 = (0b|]1) =1 < B_(1) =1.

Su algebra de conmutacion esta dada por la fisica de los
bosones:

BB =0 (b b =0 (BBl | =0

Actuando sobre estados distintos, debo garantizar que la
funcion de onda es simétrica en j <> k.



Segunda cuantizacion

Bosones

Si actuamos sobre el “vacio” (cero particulas) es claro que estos
operadores no conmutan, dado que:

bl, b,,,10) =0y by,b}, |0) =[0) (B4+(0) = 1,B_(0) = 0)

Como (1[b7|0)* =1 = (0b|]1) =1 < B_(1) =1.

Su algebra de conmutacion esta dada por la fisica de los
bosones:

BB =0 (b b =0 (BBl | =0

Actuando sobre estados idénticos, debo prestar atencion a la
combinacion creacion-destruccion.



Segunda cuantizacion

Bosones

Si bien los operadores de creacion y destruccion no son
hermiticos, su producto b:ﬂj by, lo es.
De las relaciones de conmutacion se obtiene

A

[[A)ztl;w bl/:| — _BV [[;ZBW Bi — [;1]:
Por otro lado, para cualquier estado_ qb> (salvo el vacio) la
norma de b, |®) es

Elijamos un autoestado de };
anterior, tenemos gue



Segunda cuantizacion

Bosones

Usando los conmutadores recién vistos, tenemos que
(b1b,)bu|dr) = (b, — )by |px) = by (blb, — 1)|pr) =
= by (A —1)|¢a) = (A — 1)by | )

Entonces IA),, /@) es autoestado de I;}:IA),, con autovalor (A — 1)
Siguiendo el proceso, podriamos obtener autovalores menores
gue 0, lo cual vimos es incorrecto.

Por |o tanto, concluimos que:

A=n=20,1,2,3,...

donde incluimos el vacio (n = ().



Segunda cuantizacion

Bosones

Analogamente, podemos mostrar que
(bFbL)b]|92) = (n+ 1)b}|¢a).
Asi los factores de normalizacion son
b, n ) ? = (n, bTb ny) =Ny

bl 1) |2 = (ny|b,bl|n,) = (n, + 1)

Finalmente, obtenemos:

I;TIBV =f,: bf A,,\n,,} =ny,n,); n, =0,1,2,3,...

| v) = /Ny|n, — 1); bJr n,) = vn, + 1ln, +1)
(IA’:L )" 0) = v/ n,!ln,)




Segunda cuantizacion

Bosones

Ahora estamos en condiciones de identificar los estados de N-
particulas en segunda cuantificacion:

W) = b bi ...bT |0)

V1 V2

con el estado perfectamente simétrico en los indices de los
estados de una particula como corresponde para bosones.



Segunda cuantizacion

Fermiones

Lo mismo puede hacerse para fermiones, solo que ahora el
algebra es distinta, para garantizar la anti-simetria en el
Intercambio de particulas.

Los operadores de creacion y destruccion para fermiones
cumplen las siguientes reglas de anticonmutacion:

{Cl/j y Cuk} T O {CVj y CVk} T 0 {C CVk} T 5Vja’/k
La primer consecuencia de estas reglas es

(ATJ) =0 (¢,,)> =0  (Ppio de exclusién)



Segunda cuantizacion

Fermiones
lgual que antes, se puede probar que
ey, e =—e,  [ee,d] =df

y por lo tanto ¢!, (¢,) aumenta (disminuye) el autovalor de &/ &,
en uno.

Ademas (¢1¢,)2 = el (é,é0)e, = el (1 —éle))e, = éleé,,
lo que implica

éhe,(élé, —1) =0

|74

O sea, los autovalores de é}:é,, valenOy 1.



Segunda cuantizacion

Fermiones

En resumen,

Los estados de N-particulas, antisimétricos ante el intercambio
de dos particulas son

W) =él el ...él |0).

V1 "2



Segunda cuantizacidn

Operadores en segunda cuantizacion

En segunda cuantizacion, los operadores de un cuerpo se
expresan como (usamos a para expresar resultados generales,
tanto para fermiones como para bosones):

HO = > (valhlm)al, au,

Va Vb

con <Va|il|yb> = /dmp:’ja (r)h(r)ihy, (r).

Pueden probar que la accion del operador sobre un estado
genérico de N-particulas es idéntico en ambas
representaciones.



Segunda cuantizacion

Operadores en segunda cuantizacion

Para un operador de dos cuerpos, el resultados es analogo

E : VVch VaVh z/c V a'Vba'Va,

Vaayb
Vey,Vda

donde

Vs = / dr' 6% (1)07, ()0 (x, 1))y, (£) 6, (1)

Nuevamente, pueden probar que la accion del operador sobre
un estado genérico de N-particulas es idéntico en ambas
representaciones.



Segunda cuantizacion

Operadores en segunda cuantizacion

Para un operador de dos cuerpos, el resultados es analogo

D T
ua,vb iel orden es importante!

Vey,Vda

V) vg)

Transicion de
‘O> = &Vbdva‘VaVb>
a

veva) = af, aj, |0)

vp)



Segunda cuantizacion

Cambio de base

En mecanica cuantica, los operadores pueden ser expresados
en distintas representaciones.

Si tenemos dos bases completas y ordenadas de estados de
una particula:

Ubu )y [Yon) ) {)s - [ )}

Por completitud

Wu> — Z \%><%\%> — Z<?72M‘wV>*‘wV>

|74



Segunda cuantizacion

Cambio de base

En mecanica cuantica, los operadores pueden ser expresados
en distintas representaciones.

Si tenemos dos bases completas y ordenadas de estados de
una particula:

Ubu )y [Yon) ) {)s - [ )}

La generalizacion a operadores de creacion/destruccion es
Inmediata:

Ay = Z@u\%mu ELL Z“prywvyal

174 174



Segunda cuantizacion

Representacion en posicion: operadores de campo

Un base particular requiere atencion especial, la base o
representacion espacial. En este caso los operadores de
creacion/destruccion se denominan “operadores de campo”.

Elijamos _
ut = A}

y usemos los cambios de base

B (r) = Z<r|¢y>*&i = Zwiﬁ(r)&i
\iJ(I‘) Z |¢y Zwu



Segunda cuantizacidn

Representacion en posicion: operadores de campo

Un base particular requiere atencion especial, la base o
representacion espacial. En este caso los operadores de
creacion/destruccion se denominan “operadores de campo”.
Obviamente los cambios de base preservan las relaciones de
conmutacion, por lo que:

W(ry), @T(rz)} = d(ry — ry), (bosones)

<f\il(r1), \iJT(rg)} = d(ry — ry), (fermiones)

\




Segunda cuantizacion

Representacion en posicion: operadores de campo

En sistemas homogéneos, muchas veces es preferible
transformar Fourier los operadores y pasar a la representacion
de momentos. Eligiendo

U} = k) }



Segunda cuantizacion

Representacion en posicion: operadores de campo

En sistemas homogéneos, muchas veces es preferible
transformar Fourier los operadores y pasar a la representacion
de momentos. Eligiendo

U} = k) }

Invirtiendo

dret® ’“'\I!Jr

-7/

= dre T (r)
v/

‘ H

‘ H

ax =



Ejemplos

La funcion de onda de N-particulas

Agregamos dos fermiones a una “caja” con momentos bien
definidos:

@) = |kiks) = cf cf |0)

¢, Como obtenemos la funcion de onda de dos particulas?



Ejemplos

La funcion de onda de N-particulas

Agregamos dos fermiones a una “caja” con momentos bien
definidos:

) = |kiko) = ¢&f ¢l 10)

¢, Como obtenemos la funcion de onda de dos particulas?
Explicitamente

B(r1,15) = (rira|®) = (ry1r2/¢], &, [0)
= (0[¥(ra) W (r1)ef, cf, |0)

El plan es mover los operadores de destruccion a la derecha
para aniquilar el vacio.



Ejemplos

La funcion de onda de N-particulas

Agregamos dos fermiones a una “caja” con momentos bien
definidos:

) = |kiko) = ¢&f ¢l 10)

¢, Como obtenemos la funcion de onda de dos particulas?
Para ello necesitamos el anticonmutador

{¥(r),cl} = /dr’é\i!(r),\iﬁ(r’)}@’\m — (rk) = %eik-r

J/

6(r —r')




Ejemplos

La funcion de onda de N-particulas

Agregamos dos fermiones a una “caja” con momentos bien
definidos:

) = |kiko) = ¢&f ¢l 10)

¢, Como obtenemos la funcion de onda de dos particulas?
Procediendo

(0] W (r2)W(r1)el, cf |0) = (r1]ki)(ra|ks) — (ra|kq)(r: ko)

(r1lky)  (rilks)
(ralky) (ralks)

obtenemos naturalmente el determinante de Slater.



Ejemplos

Energia cinética

En primera cuantizacion, la energia cinética tiene las siguientes
representaciones
. h?

2 A
Tr,ao" — _%vréaa/ Tkﬁ(j/ = —

hek?

6 ’500’
9 kk

Por lo tanto, en segunda cuantizacion se escribe

. h2k2 o h2 R ; 5
T = Q. Oko = —=—— Z dr¥! (r) (Vr\I!g(r))

2m 2m




Ejemplos

Operador densidad

En primera cuantizacion, el operador densidad se puede
resolver de

0o () = [ty ()2 = / dr' s (1) 8(x — )by (r)

~ /
entonces Pro = 0(r — 1)
Por lo tanto, en segunda cuantizacion se escribe

A

Pro = / dr' Ul (r)é(r — ')V, (r) = Ul (r)T,(r).



Ejemplos

Operador densidad

En primera cuantizacion, el operador densidad se puede
resolver de

0o () = [ty ()2 = / dr' s (1) 8(x — )by (r)

A /
entonces Pro = 0(r — 1)
Por lo tanto, en el espacio de momentos, se escribe

A i(k—KkK')raT =~ 1 —iq-raf
pra——Eﬁ WK e = 7 D e VTl g ik
Kk’ kq



Ejemplos

Operador de Coulomb

El operador de Coulomb en la representacion de posicion se
puede construir directamente

V(rs—r1) =
— 1 Z/drldrg 68 ol (lf'l)\i’Jr (I'Q)\ij (I'Q)\i’ (r1)
200 ‘I'Q—I'l‘ 01 02 02 o1\*1/s
9 e’
donde e; =

Ameq



Ejemplos

Operador de Coulomb

El operador de Coulomb en la representacion de momentos se
puede construir a partir de la definicion

V =

]. ~ —~ AT
T2 > D (kso1, kaoo|V[kio1, keoo)iy, . G, ) Gks0, 0k, 0,
N—

o102 ki1ko —
ksky &

;_(%2 drdr, SXPLKL 11+ Ko 1y — K3 -1y — ky 1))

Ty — 1|



Ejemplos

Operador de Coulomb

El operador de Coulomb en la representacion de momentos se
puede construir a partir de la definicion.
La exponencial se puede reacomodar

expli(ky —ks3) -r1 +i(ky — ky) - 1] =

= expli(ks — ks + ko — ky) - r1]expli(ke —kq) - (r2 —r1)].
Lo que permite partir la integral en dos haciendo los cambios

q =k — ky

r =TI9 —I'q



Ejemplos

Operador de Coulomb

El operador de Coulomb en la representacion de momentos se
puede construir a partir de la definicion.
Las integrales son

/drlei(kl—kg,—l—q)-m — V5k3,k1—|—q

Conservacion del
momento

2 2
S 4re
V. /dI‘ Oezqr 0

r q° Transformada del potencial



Ejemplos

Operador de Coulomb

El operador de Coulomb en la representacion de momentos se
puede construir a partir de la definicion.
El resultado final es

V== > D Valy g0, 0y — g0 kaos Gk 0,
0102 kikaq

‘kl + q, 0-1)

|k1:01) |k2:02)



FIn de |la clase

iMuchas gracias!



