Docentes
Gustavo Grinblat, Andrea Barral, Franco Mayo, Alejandra Fernandez

Departamento de Fisica, FCEN, UBA — Segundo Cuatrimestre, 2022
Web: http://materias.df.uba.ar/edim2a2022c2



http://materias.df.uba.ar/edlm2a2022c2

Programa de la materia

* Red cristalina, red reciproca y difraccion de rayos X

» Clasificacion de los solidos y energia de cohesion
* Vibraciones, fonones y propiedades térmicas

* Electrones en solidos (potencial periodico)

« Semiconductores y juntura semiconductora

* Magnetismo en solidos

* Introduccidn a los aisladores topologicos L

Banda de valencia




Modos vibracionales

Posicion de los nucleos en un cristal real
Los nucleos en un sélido no se encuentran fijos en el espacio.

e o o o o 0 7(R,t) = R+ u(R,t)
. . o o 5 * Asumimos que los nucleos oscilan alrededor de posiciones
Q y" de equilibrio, las cuales determinan una RB.
o o 0 © o . La configuracion cristalina varia instante a instante, y

la estructura observada corresponde a un promedio.

« Asumimos gue el desplazamiento de los nucleos respecto a
las posiciones de equilibrio es mucho menor a la distancia
interatomica.

1 _ _ _
U= EZ 6 (7(R) — 7(R") o/ BE®
RR' {(@
1 _ _ _
— Ez d(R — R+ u(R) —u(R") O

Distancia entre nucleos RR'

} ~kgT (~25meV aTy,))

Potencial de int. entre nlcleos O



Modos vibracionales: Aproximacion armonica

Aproximacion armonica en 1D (desarrollo de Taylor a segundo orden en torno al equilibrio)

1
¢(R — R +u(R) —u(R)) = ¢(R—R) + ¢'(R — RD(u(R) —u(R)) + 7 ¢"(R - R)(w(R) — u(R")?

fx+h);x=R—R';h=u(R) —u(R") Ueq \_\
qu(R R'+u(R) — u(R")) = qub(R R)+ Z¢(R R)(u(R)—u(R))+Zz
RR' RR' RR’

J

4

U= Ueq +3 9 8" (R~ RIQR) — u(R)? 2,0, # K= Fu(® - ZZ #(R = R)u(R)

J

RR’ \ g 0
= 0 (Fuerza neta sobre el nicleo R en el equilibrio)

®" (R — R") —» Constantes de fuerza determinadas por la curvatura del potencial de interaccion.



Modos vibracionales: Cadena unidimensional

Modos normales de una RB unidimensional

(n—3)a (n—1a (n+ 1)a (n+ 3)a

(n—4)a (n—2)a R =na (n+2)a (n+4)a Resortes perfectos de masa nula y constante C

L (] (] ) (X ) 0 (] ) 9 ® [ L @ 0000000 000000 0000000900000000®00000000@ 00000000 00000000@ 00

IR “a
u(na) . Masa M
Il(a)
Interaccion a primeros vecinos: U, = z ®"(R—-R)Y(u(R) —u(R"H)? = @éz [u(ia) — u([i + 1]a)]?
RR'
Ecuaciones de movimiento
i=n-—1 [=n
) ou,, 1 3.+ [u([n — 1]a) — u(na)]? + [u(na) — u([n + 1]a)]? ...)
Mii(na) = — =—=C
ou(na) 2 ou(na)

= —C[2u(na) — u(fn — 1]a) — u([n + 1]la)]



Modos vibracionales: Cadena unidimensional

Modos normales de una RB unidimensional

(n—3)a (n—1a (n+ 1)a (n+ 3)a

(n—4)a (n—2)a R =na (n+2)a (n+4)a Resortes perfectos de masa nula y constante C
| |
@ 00 0 0 o0 o0 o C oo e T eSS e T e Ty
) “a
u(na) Masa M

Cadena finita

Si la red tiene un numero finito N de nucleos con N muy grande, y no nos interesan efectos de borde, entonces
resulta irrelevante como tratemos a los extremos, y podemos elegir la condicion que nos resulte conveniente.

—> Condiciones de contorno periodicas de Born-von Karman: u([N + 1]a) = u(a); u(0) = u(Na)

2T m

Buscamos soluciones de la forma: u(na, t) = eeltkna-ot) 5 ekNa =1 5 k = —» mentero

Como desplazar a k en 2rr/a no altera el valor de u(na) — EXisten exactamente N soluciones

_ (modos normales) diferentes.
— Elegimos tomar k entre —m/a y m/a.



Modos vibracionales: Cadena unidimensional

Modos normales de una RB unidimensional: Cadena finita

-3 ~-1 +1 n+3)a _
(nu )Ci, -\(n e e+ Ve N Ambas ondas toman el mismo valor sobre los
A' ﬂ /\ /\ /\ ﬂf\»ﬁ\“ " distintos puntos de la red, y difieren solo entre ellos.

/ /

\ VO 7 - -
\ / _ k+2n/a Como la onda fisica esta definida solo sobre

AN , — los puntos de la red, entonces ambas ondas

son completamente equivalentes.

(n—2)a na (n+ 2)a

Frecuencias de modos normales

\/26‘(1 — cos(ka))

Mii(na) = —C|2u(na) — u([n — 1]a) — u([n + 1]a)] w(k) =
u(na,t) = eetlkna-ot)
_»_szei(kna—wt) — —C[Z _ e—ika _ eika]ei(kna—wt) n 2\/7 Sen ka
= —2C[1 — cos(ka)]e'tkna-wt) 1 - C;S(ka) —en Eka



Modos vibracionales: Cadena unidimensional

Modos normales de una RB unidimensional: Cadena finita

w

JaCm 2t 7B
_57;7Na
K € RR
k=-n/a o  k=n/a  2m/a
iPrimera ZB!

w(k) = 2\/% sen (%ka)

° e ) ° o ° e RD

2/a

o o0 o | e e @RR

e —

Celda de WZ (1ZB)

Casos limites VeIOC|dad de fase

Cualquier k fuera de la 1ZB puede trasladarse a
un k’ equivalente dentro de la 1ZB a través de un
vector de la RR.

.\ dw/0k
elocidad
¢ k«&mn/a—»wk)=a C/M|k| de grupo

Relacion de dispersion de tipo sonido/luz (w = ck).

s k=*xn/a —» v, =0



Modos vibracionales: Cadena unidimensional con base

Modos normales de una red unidimensional con una base (atomos iquales)

(n—3)a (n—1a (n+ 1Da (n+3)a

(n—4)a (n—2)a na (n+2)a (n + 4)a C>G Masa M
@0 060 00 060 €60 €0 €0 €0 @O0
CP: 1 2 ! Pe—r—>
"""" da—d a

l

iy : . C G
Interaccion a primeros vecinos: U, = Ez[ul (ia) — u,(ia)]? + EZ[uZ Ga) —u([j + 1]a)]?
J

Ecuaciones de movimiento

[ =n j=n-—1
) U, 10(+ Clu;(na) — uy(n@)]? + Gluy(In — 1]a) — u; (na)]? ...)
Mii; (na) = = du,(na) 2 duq(na)
= —C[ul(na) — Uy (na)] — G[ul(na) — uz([n —1]a)]
U,
Mily(na) = — ——%— = _Cluy(na) — uy (na)] — Glu(na) — uy ([n + 1]a)]

- du,(na) B



Modos vibracionales: Cadena unidimensional con base

Modos normales de una red unidimensional con una base (atomos iquales)

(n—3)a (n—1a (n+ 1Da (n+3)a

(n—4)a (n—2)a na (n+2)a (n + 4)a C>G Masa M
@0 060 00 060 @0 €0 €0 €0 @O0 nellelrelielrelielTele T ele Tele
CP.1_2 ]
Frecuencias y amplitudes de modos normales
Mily (na) = —Cluy (na) — u(na)] — Gluy(na) — uz([n — 1]a)] w, (na, t) = g eilkna—ot)
Mii,(na) = —Clu,(na) — uy(na)] — Glu,(na) —u,;([n + 1]a)] u,(na,t) = e,elkna-o
—Mw?e; = —Cle; — €;] — Gle; — e,e7H4] [Mw? — (C + G)]e;, + |[C + Ge™Ha]e, = 0
_> . '
—Mw?e, = —Cle; — 1] — Gle, — €129 [Mw? — (C + G)le, + [C + Gektle; = 0

—> [Ma)Z _ (C + G)]Z — CZ + GZ + ZCGcos(ka) lDividiendo entre si

C+G €y C+Geika

- € _
| w2 = Tiﬁ\/cz + G2 + 2CGcos(ka) € * |C + Geika|




Modos vibracionales: Cadena unidimensional con base

Modos normales de una red unidimensional con una base (Atomos iguales): Cadena finita
C+G

w2 =—" + — \/Cz + G2 + ZCGCOS(ka) Casos limites e,
e k&kn/a—»—=+1 (—:RO; +: RA)
U = € el(kna wt) 62 C 1+ Gelka €
U, = €y el(kna—a)t) E]_ |C+Gelka| R—A:E:N—kbl_li - > > > > > > > > > >

[ } . ‘ ITATAY : ‘w"‘ | 1 “\ L . “\ T l g\ i 4 { ‘ ‘ ‘3" L
I ' ' | ' C G
aQ&O\ J2(C+G)/M

X RO: w ~ THz (En un sélido iénico podria acoplarse a una OE)
(0.2\'0@& &> - > - > P - - >~ > — —>
%& / " 4 \ 1 ‘ﬁ L / ‘ﬁ L ! “1 L { ma L ‘ u; L ' ; T
J2C/M

€ —
J2G/M f?% & « k=n/a —» 6—2 = F1 (—: RO; +: RA)
¢ 1
A
—| | (?OQ . ()(J X() RA
2N modos Y C G
normales | l RO:

| > - - P> P - P P - — > P -

k =-m/a 0 k=mn/a Yeljeliiellienielieltelielielielieletiielemny;



Modos vibracionales: Planteo general

Vibraciones en RB + Base (3D)

Punto de la RB

_ _ _ _ - [, j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
T = Ry + U R =R _+d ) L 'Y
BO ma e ma m ¢ Indices m,n,p,q =Puntosde laRB (1, 2, ..., N)

a,3,y, 0 = Elementos de la base (1, 2, ..., P)

Elemento de la base

_ ) o [ . ., ) -, A —
a; = ax aI ° ° —» 1,5,,: Proyeccion en la direccion i del vector 73,
|Gz =ay e o o
d]_ — 05(.'\ 1 — —
—_ ~ ~ /i~ ) [ > — z — = /
dy = (a/2)R+9) Of . o RB U=s5 2, ¢(7(R) — 7(R")

¢: Potencial de interaccion entre pares de nucleos

1
RB + Base —» U = Ezz P (Fyy — Tor)

b.q Y.0




Modos vibracionales: Planteo general

Aproximacion armoénica en 3D

U(flli ...,flp, ...,le, ...,pr) - U(Rll + ﬁ'll' '"IRNP + aNp) =

i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)

a, B3,v, o = Elementos de la base (1, 2, ...,

P)

J n,BL mnaﬁ i,j

v

Taylor a Ueq
290 orden

6U(R11, . RNP) 02U (Ry4, -, Ryp) :
= U(R11' . RNP) + 2 7 '3 + - 7 7 7 umau'{lﬂ

Ormar B

= 0 (Componente i de la fuerza neta sobre el nacleo nf en el equilibrio)

e

b.q v,0 np b.q v,0

d (_ CIO')
> E E 3 (8pnbyp — Sqnbsp)d
LA T2 Ll Orior] ve o Tantep

\ J
D 4

5pn5yﬂ — 5qn50ﬁ

(7 piy — Tqicf)

l
0T

7

v

5pm5ya _ 5qm 50(1




Modos vibracionales: Planteo general

Aproximacion armonica en 3D i,j,l = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)

02U(Ry4, .., R -
U=Usy+= ;‘ 7 ;‘ UR1s, NP)uma wl ;= Upq + U, [%,,0 = Elementos de la base (1,2, .., P
Ormar iy

mnaﬁ i,j

02P(Ty — Ty )
2 z z ortors CIU ( 5 B 561"503)(5197715)/0& — 5qm50“), B

armaar o s
8GOy 50ya — SqnBpSom 5 — 88y 8amBoa + SqndopSqmbea
lz azd’(fma B fqo) 5.8 10 d’(rma fnﬁ) _ laqu(fnﬁ Tmoc) z 02¢(fpy B fma) 5.8
2 ortors mntap o ortors 2 ortors 2 ortors mn=ap

02 (Tine — T 0% (g — Tnp) 21 j
= g;r;o;rj 20) S — e Tnb) U, —57,77 g Bndap ~ Bri | Uit

q,0 « , mn a,f i,j ap

v

L ij
Evaluado en el equilibrio lo denotamos como: Prng
ao



Modos vibracionales: Planteo general

Ecuaciones de movimiento y modos normales

oU
Myith, = ——— =
Y by aul

( Ymn L B Zl] Zq o ¢ 67"”5“.3 qug] um“unﬂ
aupy

i,j, | = Coordenadas cartesianas (x, y, z)
m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)
a, B,v, 0 = Elementos de la base (1, 2, ..

L P)

l 5mp 6ay ¢mP] uma
m,a,i

— Sistema de 3xXNXP ecuaciones acopladas (nimero igual al de grados de libertad del sistema)

Buscamos soluciones de la forma: Upy = e‘yei("ﬁp—wt)
—> —Mya)zé]l,ei(kRp_wt) = — Z 5mp6ay "l”'lw
m,Qx, [ ay

al \ m

]E el(kRm wt)

> Mya)z )l/ — Z {z lk(Rm Rp) l 6mp5ay ¢mpu Ea Z fngly(];) Ecir

a,l




Modos vibracionales: Planteo general

Ecuaciones de movimiento y modos normales i,j,1 = Coordenadas cartesianas (x,y, z)
0o m,n,p,q =Puntos de laRB (1, 2, ..., N)
— l l
M, w? Y - z Day(k) €a a, B,v, o0 = Elementos de la base (1, 2, ..., P)
_ ’ : = = DY (E):Elemento generico de
il _ il iR(Roy—Ry) il ay 1c
Day (k) = z (Z Pmq Omp Oy — €T 4’?35) la matriz dinamica D
m

w25il5ay> ENEZ =0

~i

Definiendo: €, = /M e — / w gl DI (k) Ca —»Z
)4 14 ]/ ay IV

Ma "

— | [D — w?I|é =0 | Ecuacion de autovalores y autovectores

Producto de las proyecciones de los versores

N 240 (7 & 2 4 (4 J ) :
yo= 0 ¢(rm_a _rqa) _9 ¢'(|7”|.) _ 0 @' = r cartesianos de las coordenadas involucradas
ac artor’ artor/ |7 . sobre la direccién que conecta a los atomos.
q
r rJ ~ R (R — R]
[¢”(|r|)ﬁﬁ+ P |T'| mCIdO' — & 2
|Rmoc o chfl



Modos vibracionales: Planteo general

Condiciones de contorno periodicas de Born-von Karman

U(Rppe + Ni@;) = u(Rpg), @;:VP delaRD; NyN,N; = N (N° total de CP en el cristal) —» e!kBm+Ni@) = oikRm

—> eifNidi = 1 —> kN;@; = 2nm,m € Z —> k = {2by + 32 b; + 2 by, m; € Z,b;: VP de la RR.

—» Desplazamientos de k en K € RR no cambian la solucion (elKR = 1)

Ramas acusticas y opticas

Tenemos 3 X N X P modos normales y
N valores no equivalentes de k.

— 3 x P soluciones para cada valor de k

3 son RA

—» 3 X P ramas
{3><(P — 1) son RO

d dimensiones — d RAyd X (P — 1) RO

N valores no equivalentes de k.
Elegimos tomarlos dentro de la 1ZB.

%

N

/

————} 3ro

} 3RA

Cristal 3D con 2 elementos en la base



Resumen

» Posicion de nucleos en un cristal real ° o 9 o o oo

e o ® e

®
* Aproximacion armonica en 1D [\ﬂ /\/\Aﬂ]qL

« Modos normales de una cadena lineal (RB) \/ \/ vv v \/ \/

> > — - > P> — — > >

* Modos normales de una cadena lineal (RB + base)

RO
» Solidos finitos y condiciones de contorno periodicas
RA

* Planteo general en 3 dimensiones v




