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Repaso

Discretizacion de k en el cristal finito
NiN;N3 = N (N°de CP del cristal) _
CCP de Born-von Karman: etk(R+§j@) — oikR —> etNiti =1 —» kN;a; = 2mm,m € Z
VP delaRD b - @ = 215y
_ | m;

k = x;b; + x,b, + x3b3, b;: VP de laRR, x; € R —» 21tx;N; = 2mm;,m; € Z —» x; = ~
i

— m]_ — m2 — m3 — . - 1. KR [
—» k= Vbl + N—b2 + N—b3 —» Existen N valores no equivalentes de k (dado que e'*™ = 1,K € RR)
1 2 3

Ramas acusticas y opticas

N° de CP
@ En un cristal armonico tenemos 3 x@ modos

% normales y N valores no equivalentes de k. \
— Elementos en la base
RO

—» 3 x P soluciones para cada valor de k

3 son RA
3X (P —1)sonRO

—» 3 X P ramas {
RA

o ddimensiones —» d RAyd x (P —1) RO



Energia total del sistema y calor especifico

Hamiltoniano del sistema (RB)

= z P(R)Z P(R): Momento del nicleo con posicion de equilibrio R y masa M
U=U, + U,

Solucién clasica

Promediamos sobre todas las posibles configuraciones de los nucleos en el cristal. Cada una de ellas con
un peso proporcional a e“PE, con E la energia de la configuracion (8=1/kzT).

1 [ Ee BEdr o
Densidad de energia— u = ————z——; dI' = 1_[ du(R)dP(R) (Elemento de volumen en
V [ e FEdT = el espacio de fases)
Resolviendo Ueg 3N u (Cada ion de la red

u=— + v kpT = Ueq + 3nkpgT —»| ¢, = T 3nkg | contribuye con 3kg)

Ley de Dulong vy Petit



Energia total del sistema y calor especifico

Calor especifico (modelo clasico debido a vibraciones de la red)

En un sélido monoatémico (en donde se tienen 6.02x1023 atomos por mol) — Cymotar) = 6.0

c, (cal/mol - K)

— L

cal
mol - K

Se observa que la Ley de Dulong y Petit se cumple

R — = = e ™ mejoraalta T.

C Esto resulta sorpresivo, dado que se espera que sea a
baja T en donde la aproximacion armonica sea valida.

Sin embargo, cuando T se aproxima a 0 K, el resultado
experimental de ¢, se acerca a 0 como ¢, o T3, mientras

1 | | | | ' que la teoria establece un valor constante a toda T.
200 400 600 800 1000 1200

T (K)

Para describir correctamente el problema necesitamos hacer un tratamiento cuantico.




Energia total del sistema: Tratamiento cuantico

Modelo cuantico

De igual forma al caso clasico, promediamos sobre todos los estados posibles del cristal, asignandoles un
peso proporcional a e "E/¥8T  con E la energia del estado derivada resolviendo la ecuacion de Schrédinger.

1 > E;ePEi Para determinar E; resolvemos cuanticamente el hamiltoniano armoénico
R > e BEi (dejamos de lado la energia de equilibrio).

u

—» Elresultado para un cristal armonico de N nucleos en 3D equivale al de 3N osciladores armonicos
independientes, cuyas frecuencias son las de los 3N modos normales clasicos.

Indica la rama 1 3
— (Cada modo normal de frecuencia aé(k) contribuye a la energia total con: <7’lks + f) hawg (k)

nz. = 0,1,2, ... es el nUmero de excitacion del modo normal

Equivalentemente, ny es el nimero de “fonones™ de tipo s con vector de onda k presente en el cristal.

— 5 (F = Z e+ 1 hows(k) Un fonon es un cuanto de energia de vibracion. De igual
- ks =2 > manera que ondas electromagnéticas “estan hechas” de
S

fotones, ondas elasticas “estan hechas” de fonones.

Energia para un estado genérico del cristal



Modelo cuantico

Energia total del sistema: Tratamiento cuantico
u =lZiEie_BEi —> u= 6

1 0
V X, e PEi Serle convergente

h ; k
1l ﬁE | hws(k) Shws(k) B Bshws(k) | e P—2— Wl
f=yin Z __"1_[ te __" 1_eﬁflws(k)
[ ks

e ~PE aparece una sola vez para cada energia de la forma E = Dks (nks E) ha)s(k)
hws(k) ﬁhws(k) 1 ePhws(K)/2 4 o=PBhws(k)/2 hws(k)
—> f= Z ln 2 —e " 2 U= VZ eBhws(®)/2 _ o-phws(®)/2 | 2
ks

ePhos() 4 1\ haw, (k) 1 - 1 1 _
Vz (eﬂha)s(k) _ 1) Vz (eﬁhws(k) — + E) hws(k) = VZ (ns(k) + E) haws(k)
ks

nS(E) es el nimero medio de excitacion del modo normal ks, o el nimero medio de fonones de tipo ks.




Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red (modelo cuantico)

Energia interna _ 1 2 1 _ Z hws(k) 2 hws(k)
—> U = + = - hwg(k
total del sistema ¢4V - (eﬁhws(k) _ ws(k) = teq + 14 A7 A eBhws(l) _ 1
S S
—»| ¢y, = a_u = l 0 ha)s_(k) Energia de punto cero — 0 cuando
V' OT  V 4£uoT eBhows(k) — 1 T—0

ks

Para tamafios macroscopicos la discretizacion del k se acerca al continuo y reemplazamos la suma por una integral.

— — — 1%
k = m1b1+ 2b, + 5 bs,m; € Z,b;: VP de laRR. —» Ak = KK
3

Volumen por k permitido
NlNst( por k p )

~ 1+ ,Bhws(k) (T — o0)

@m)® AT (2m)3 em? |, _iz J hwq(E)/ dk
- = = v T a7 Bhas (03— 1 (217)3
S 12Bw 1 (2m)

N° total de 1ones

k. 873 3NPk
j kpTdk = ——— _ £ —
8m3 V 14
S 1ZB dlmen5|ones

iDulong y Petit!




Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red: Limite de bajas temperaturas

z j hws(k) g% . T = 0:Modos con haws(k) > kgT contribuiran despreciablemente,
v n3 oT —

- Phos(k) — 1 y podemos realizar una aproximacion para simplificar el calculo.
1ZB

w = ws(l?) | ] w = cS(lz)lk

Lo aproximamos por
>

Ignoramos las RO y consideramos a las RA como lineales, e integramos hasta el infinito. Podemos hacer
esto porque contribuciones apreciables a la integral ocurren solo en zonas cercanas a k = 0.



Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red: Limite de bajas temperaturas

/x/,B ~
z hws(k) _ z hcs(k)k e, [x=pres(R)k
v n3 oT eBhrws(k) _ ns oT ) hcs(k) _1 dx = Bhcg(k)dk
S 1ZB S
esgacolc?k x
dF =(ic*dido —» ZJ dx = — 1jo L
B \ Cv = 7T30Th3ﬁ4- (k) eX —1 x_ZTL'Zh?’C?’ eX —1 xaT(B )
[ O y
x*dx 1 dQ Y
B3n3ci (k) 32J c3(k) 4n S

Promedio de la inversa del cubo de la velocidad
de fase de longitud de onda larga para las 3 RA

__™ koT)* = 2 k kT » jCoincide con lo observado experimentalmente!
& = Torscar (B T 5 B (e | |



Tratamiento cuantico del calor especifico

I ' | i I W ' I : I ' I
1ZB 1ZB :

e ——u

2/B

2/B
—K_€ RR |
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Esquema extendido (Esquema reducido si solo usamos la 1ZB)
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Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red: Modelo de Debye

Reemplazamos a todas las ramas vibracionales por 3 ramas (3D) con la misma relacion de dispersion: w = ck.

®hzg ' ' | -
' ! i ! il .
ko K
1ZBSC— =

. Debye(P=1)
ANl o >

ik J ‘;
27T/Nl'a

De forma general

Recordar que sin aproximar tenemos: 3P ramas [3 RA Y 3(P-1) RO], N k
diferentes (contenidos en la 1ZB), 3NP modos normales.

En el modelo de Debye se consideran 3 ramas (todas con w = ck), NP k
diferentes (contenidos en una esfera de radio k), NP modos normales.

La integral sobre la 1ZB se reemplaza por una integral sobre una
esfera de radio kp que contenga NP vectores de onda permitidos.

Volumen por k permitido: (2r)3 /V

n

_ _kp
~ 6m2p




Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red: Modelo de Debye

k
hos(k) - 1 0 j 3hek o 4m 0 7 3hckS "
“v = g3 OTE jeﬁhws(k)—]_ - 8m3 9T efhck _ 17" " 8g39T ) eBhck — 1
0

S 1ZB Esfera
Debye
kp kp
_3hc @ f k2 _|3(h)® kg f ehck/keT |4 "
 2m20T ) efhck —17" | 2m2 (kgT)2) (ehck/keT — 1)2
0 0

Algunas definiciones: Frecuencia de Debye: wp = kpc; Temperatura de Debye: kz0p = hwp= hkpc

k, es una medida del interespaciamiento atomico, wp de la maxima frecuencia fondnica,
y O de la temperatura por encima de la cual todos los modos comienzan a ser excitados.

hckp/kgT ®p/T
3 kT3 73 e*x* 3 KAT3K3 [ e¥x?
(

4
e X
dx = dx = 9nPk d
212 (he)? e* — 1)2 x/ 22 (kg®p)% | (eX — 1)2 x/ " B(@D) j (ex —1)2 "
0 0
X = th/kBT kBG)D = thC 67T2nP = kD

Cy =



Tratamiento cuantico del calor especifico

Calor especifico de la red: Modelo de Einstein

En lugar de describir a las RO con los valores mas altos de k del modelo de Debye, utilizamos la
aproximacion de Einstein, asignando frecuencias constantes wy independientes de k para cada RO.

Modelo de Debye Modelo de Debye-Einstein .
I | | : | | | I | : | I I [ -
“hze ./ 2B “lhzB i 2z8| " 3nkp 8
/ wE\ L
I ! Ly 3(P — 1)nkB
| i Redefinimos k ¥
o > i
- i 3
- ia )
N R B L A R R N ® D
k ko k T/©
(RO _ __zj h(UE J7 — 3(P — 1) kg(hwg/kgT)%e hwE/kBTfnk
“v 83 oT ehwe/kpT — 1 813 (ehwe/kpT — 1)2 370 %nzn — k3
0
3(P 1) N (hwE/kBT)ZehwE/kBT 3(P 1) N (@E/T)ZeGE/T o T 3 0p/T ¥ ]
= — L)nkp howg/kgT — 1)2 T — YNKp e T z;v_nB J x _ 1 2 &
(e'we/keT — 1) kp0, = ha, (e®E 1) 0, (eXx — 1)




Densidad de estados de fonones

Densidad de modos hormales (densidad de estados de fonones)
Queremos encontrar g(w), definida tal que g(w)dw es el nimero total de modos con frecuencias entre w y
w + dw, por unidad de volumen del cristal. 9s(w)

_— .

==

1 _ _.. dk , _.. dk
sz Qw5 (R)) = 2 | 0@ (@) 55 = [ e@ig@)do —> | g(@) = Z [ 860 - 00 s

Formulacion alternativa

k k dk
gs(w)dw = (%) x (N° de k permitidos en larama s entre w y @ + dw) = j {1' w < ws(k) < w+ dw}

0, en cualquier otro caso) (2m)3

—> g(w)dw =f Sk(k)

Ag(w + dw) A (@) (2m)3
Superficie de w cte.  Vwg(k) es normal a Ag(w), y su magnitud es _ _
: : — . ., —» dw = Vo, k)|ok(k
en el espacio k la tasa de cambio de w;(k) en esa direccion. w = [Vas (k) |8k (k)
(@) j 1 dA
. . : —»| gs(w) = —
Distancia perpendicular S Au(@) |Va)s (k)| (2m)3




Densidad de estados de fonones

Densidad de estados en el modelo de Debye

.. dk g(w)
9(w) = Z [ 800 - (8)

kl

- \
go@ =3[ S0k 3jk 50 — ER)k2dk

2m)3  2m2
k<kp (2m) T Jk<kp\ y
1 NT.I2 I}
3 w? —8(w — Kk dk
=@ 0@
0, w > Wp

Experimento

Debye

Densidad de estados en el modelo de Einstein

Para una RO con el modelo de Einstein —» gr(w) = j 6(w — wg)
Zz0na

(2m)3

=nd(w — wg)
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