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Sea una base átomica {φµ(r)}K de dimension K, a partir de la cual se obtiene por medio
de un cálculo de HF el conjunto de orbitales moleculares {Ψa(r)}K , de modo que :

Ψa(r) =
K∑
µ

Cµaφµ(r) (1)

Nota, usaremos {µ, ν} como ı́ndices de estados en base atómica, y {a, b} para estados en
base molecular.

Matriz Densidad de carga

Para el caso de un sistema en capa cerrada, podemos escribir la probabilidad de encontrar
un electrón que está en el orbital molecular Ψa(~r) en la posición ~r en el entorno d~r:

Pa(~r + d~r) = |Ψa(~r)|2d~r (2)

lo que nos permite definir una densidad de carga. Dado que por cada orbital molecular
Ψa(~r) hay dos electrones, entonces la densidad de carga total, para el caso de capa cerrada
y N electrones, es :

ρ(r) = 2

N/2∑
a

|Ψa(~r)|2 (3)

Si aplicamos la condición de normalización:∫
ρ(r)dr = 2

N/2∑
a

∫
|Ψa(~r)|2dr = 2

N/2∑
a

1 = N (4)

Ahora, si escribimos esta expresión en términos de la base atómica, Eq. (1):

ρ(r) = 2

N/2∑
a

K∑
ν

C∗νaφ
∗
ν(r)

K∑
µ

Cµaφµ(r) =
K∑
µν

[
2

N/2∑
a

C∗νaCµa

]
φ∗ν(r)φµ(r) (5)

donde aparece, por definición de la matŕız Pµν , en cuyo caso la densidad queda como :

Pµν = 2

N/2∑
a

C∗νaCµa (6)

ρ(r) =
K∑
µν

Pµνφ
∗
ν(r)φµ(r) (7)
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Valores medios de operadores de un cuerpo

Dado un estado determinantal |Ψ0(r)〉, el valor medio sobre ese estado de un operador de
un cuerpo O1 es: (estado de capa cerrada)

〈O1〉 = 〈Ψo|O1|Ψo〉 = 2

occ=N/2∑
a

Ψa(r)ĥΨa(r) =
K∑
µν

Pµν〈ν|h|µ〉 =
K∑
µν

Pµνhνµ (8)

Ahora , si se fijan bien,

K∑
µν

Pµνhνµ =
∑
µ

(∑
ν

Pµνhνµ

)
=
∑
µ

(
(P · h)µµ

)
= Tr[P · h] (9)

Asi que, < O >= Tr[P · O], cuando O es un operador de un cuerpo cuyos elementos de
matriz están en base atómica. Por ejemplo, para calcular el momento dipolar eléctrico, el
operador momento dipolar electrónico es:

~pe =
∑
i

qi~ri (10)

Entonces el momento dipolar de una molécula es :

~p = Tr[P.~pe] +
∑
A

ZA ~RA (11)

donde ZA y ~RA son las cargas y posiciones de cada átomo A. Notar que el momento
dipolar es una magnitud vectorial.

px = Tr[P.pex] +
∑
A

ZA ~XA (12)

Análisis poblacional del MÜLLIKEN

Se puede comprobar que Tr[P ·S] = N , siendo S la matriz de overlap. De este modo se puede
asignar de dos maneras cuántos electrones ’hay’ en cada orbital atómico. La primer manera
es decir que cada elemento de la diagonal de P ·S = [P ·S]µµ es el número de electrones en el
orbital atómico φµ(r) De este modo también se puede asignar una ’carga efectiva’ asociada
a cada átomo A de la molécula. A esto se lo conoce como análisis poblacional de Mulliken

qA = ZA −
∑
µ∈A

(
P.S

)
µµ

, (13)

donde µ ∈ A significa que la sumatoria corre sobre los órbitales atómicos φµ del átomo
A.
La segunda opción es construir la matriz del producto individual de los elementos de P y S.
Esta matriz se denomina D donde Dµν = Pµν Sµν . Se puede verificar que la suma total de
todos los elementos de D es igual a N , el número total de electrónes de la molécula. De este
modo podemos interpretar que los elementos de la diagonal de D nos informan el numero
de electrones asignado por orbital atómico; mientras que los elementos extra diagonales son
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iguales a la mitad de los electrones compartidos entre diferentes orbitales. Aún aśı las dos
formas de interpretar coinciden en la asignación de carga, donde la carga electrónica efectiva
es :

ρA =
∑
µ∈A

K∑
ν

PµνSνµ =
∑
µ∈A

(P.S)µν (14)

De este modo la carga asignada a cada sitio (A) por Eq.(14) coincide con Eq. (13). De
todos modos las dificultades que se presentan al usar Eq.(14) son:

• Los elementos de la diagonal pueden ser mayores que dos, lo que estaŕıa prohibido por
el principio de exclusión de Pauli.

• Los elementos extra diagonales pueden ser negativos, lo que complica la interpretación
del numero de ocupación.

• Depende de la base atómica elegida

Grado de Enlace y de Valencia

El grado de enlace es una magnitud que permite definir cuan fuertes son los enlaces entre
dos átomos A y B. En el contexto del análisis de Mülliken, esta magnitud puede definirse
como:

WAB =
∑
µ∈A

∑
ν∈B

(
P.S

)
µν

(
P.S

)
νµ

(15)

El grado de valencia es la magnitud que contabiliza el grado de enlace que tiene un único
átomo con todos aquellos que los rodean:

VA =
∑
B 6=A

WAB (16)
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Ejercicios

Problema 1 : Análisis Poblacional para el Metano

En las tablas siguientes, la nomenclatura indica el tipo de función y el átomo en cuestión.
Por ejemplo : ”S C 1” es la función tipo S del Carbono, que es el primero. Otro : ” S H 5
”, es la función tipo S del último Hidrógeno, que es el quinto átomo de la molécula.
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Cargas efectivas:

Q1 = 6− 3 ∗ 1.028− 1.188− 1.992 = −0.264 (17)

Q2 = 1− 0.9343 = 0.0657 (18)

Aca se ve que las suma total de los elmentos de la matriz es igual al numero de electrones.
El grado de enlace mide de modo cualitativo la forma en que dos atomos están compartiendo
electrones.

WAB =
∑
µ∈A

∑
ν∈B

(
P.S

)
µν

(
P.S

)
νµ

(19)

WC−H = 0.991 (20)

WH−H = 0.0016 (21)
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Problema 2:

Demostrar que el operador densidad reducido de primer orden para capa cerrada se escribe
en términos de los coeficientes atómicos ortogonalizados:

Pµν = 2
∑
i(occ)

CµiC
∗
iν (22)

Problema 3: Molécula de Agua

Utilizando las matrices P, D y S obtenidas a partir de un cálculo con base mı́nima para la
molécula de agua, se pide:
(todos los datos necesarios están en el archivo ’Datos.doc’)

• Análisis poblacional de Mulliken.

• Grado de enlace y de valencia.

• Verificar cuál es el número de electrones del sistema.

Problema 4: Momento dipolar FH

Se tiene la molecula FH, descripta por un cálculo de HF en base mı́nima. Fluor : 9
electrones, Hidrogeno : 1 electrón

a. Muestre que el momento dipolar de la molécula se calcula como :

~pe = −
∑
µν

Pµν〈µ|~r|ν〉+
∑
A

Za ~RA

donde ZA y ~RA son la carga y la posición del núcleo A respectivamente.

b. Calcular el momento dipolar eléctrico de la molécula FH. La distancia internuclear es
d(F-H)= 0.917807 u.a. (1.744 Å). El origen de coordenadas esta en el átomo de Fluor
y x̂ es el eje internuclear
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