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Muestre que para un sistema de N electrones interactuantes en un potencial central
v(r), se satisfacen las siguientes propiedades para los operadores impulso angular

orbital total, de espin total, y el operador de paridad Pr:

i) [H:LT] =0; ii) [H;ST] =0; iii) [H,Pr] =0; iv) [PT:ET] =0
Ayudas:
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Si se incorporan las correcciones relativistas de orden mas bajo al hamintoniano del
atomo de hidrégeno (estructura fina 1V;), deben sumarse al hamiltoniano no relativista
los términos:

W= Wiyt Wp+Weo;

p* v 1 dv - .
Wo=——7W,=-=5-—--LS (enua)

W =
8c2 ' 2¢%r dr

mv 8C2’

a) Verifique que con estas correcciones [H, L] # 0y [H,S] # 0 ;Significa esto que
el sistema perdi6 la invariancia rotacional? ;Existe, en este caso, algtin
operador relacionado con las rotaciones que conmute con el hamiltoniano?
b) Analice cuantitativamente la ruptura de la degeneracién en el nivel n=2 del
atomo. (Si no desea hacer todas las cuentas, el cdlculo completo esta efectuado en
Quantum Mechanics, C. Cohen-Tannoudji, B. Diu y F. Laloe)

a) Verifique que para 3 electrones en una subcapa p acoplados a $=3/2,
necesariamente el impulso angular orbital total resultante es L=0 (analice el efecto
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de los operadores L+, L. y L, sobre las posibles funciones totalmente antisimétricas
que puede formar). Analice cuales son los J posibles.

b) Generalice el punto anterior para el caso en que se tenga una subcapa cualquiera.
Es decir, verifique que cuando la subcapa estd semillena y los electrones estan

acoplados a la proyeccion maxima de S? entonces necesariamente se tiene un

autoestado de L: con autovalor cero. Analice cuales son los Jr posibles.

a) Ignorando el acoplamiento espin-orbita, ;cuél es la degeneracion de un estado con
Ly S dados?

b) Aceptando que en realidad los niveles de energia son degenerados respecto del
impulso angular total ], ;cual es la degeneracién del estado con | dado? Verifique
que el total de estados coincide en ambos casos.

Demuestre que si se tiene un cierto estado multielectrénico |s,m) que es autoestado

simultaneo de los operadores de espin total S? y S, (con autovalores s(s+1) y m

respectivamente), pero que no necesariamente es autoestado del hamiltoniano (no
relativista) del sistema, entonces se cumple que el valor medio de la energia:
(s,m[H|s,m) = E

A

es independiente de la proyeccién m de S, .

Ayudas:
1 .
e [sm+l)= S.|s,m
| ) \/s(s+1)—m—m2 )
o SM=S§

(Qué términos son posibles para las siguientes configuraciones atémicas?
o (ns)(n’s)

* (ns)(n’p)
.« (ns)(n'd)
Regla de Hund

a) La configuracion del estado fundamental del d&tomo de carbono es (1s)2(2s)2(2p)=
Encuentre los términos espectrales posibles y su ordenamiento en energia de
acuerdo con las reglas de Hund. ; Cudles son los determinantes de Slater que pueden
participar en la funcién de onda de ese estado?

b) De acuerdo con la configuracion electrénica correspondiente a cada dtomo, halle los
términos espectroscopicos posibles compatibles con la misma y determine el
correspondiente al estado fundamental en base a las reglas de Hund, para
Nitrégeno, Oxigeno, y Fluor.

) Halle el término espectral de menor energia del Manganeso (Mn, Z=25)
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8. Dados los términos espectrales del Nitrogeno obtenidos en el problema anterior:

a) Halle el estado monodeterminantal de méxima proyeccion en S, y Ly
correspondiente al subespacio del término espectral de menor energia.

b) Halle el estado monodeterminantal de maxima proyecciéon en S, y L,
correspondiente al subespacio con término espectral °D.

C) Verifique explicitamente que dichos estados son efectivamente autoestados
simultdneos de los operadores §? y [2.

d) Calcule la energia de ambos estados y verifique que se cumple la regla de Hund.
(Ayudas:
e Considere solamente los electrones de la subcapa incompleta.
e hyy=hoo=h_11, J11=J-1-1 Ji0=J-10 Kio=K-10,

Jio =Ko =J1-1—Ki-1 =J-10 = K-10, 11 = J10 + K10

donde: [1) =|R,,(r)-Y,,(0,0)), [0)=|Rpu(r)-Y,5(0,0)) ,  |-1)=|R,,(r)-Y, ,(6.9)))

9. Se tiene cierto dtomo cuya configuracién electrénica (de la subcapa incompleta) es nd2:
a) Halle el término espectral de menor energia segun la regla de Hund.
b) Demuestre que el término espectral con L = 4y S = 0 es un término vélido para este
atomo.
€) Demuestre que, aunque existen estados monodeterminantales con proyecciones de
Lyy S, dados por M, =3 y Ms = 0, no existe el término espectral con nimeros
cuanticosL =3y S =0

Ayuda: No es necesario ni conveniente que halle todos los términos espectrales.

10. La configuracion electronica del &tomo de carbono es 1s2 2s2 2p2, es decir que existe una
degeneracién en la subcapa p. Se estudiard dicha degeneracion.

a) Halle la energia para los tres siguientes estados unideterminantales:

P By P
] 4
K

t 4 1
—

t | 1
— =

b) Sabiendo que, para orbitales tipo p ( @, coni=x,y, z) se pueden escribir

estados de L2 bien definido cuya parte espacial es:

Y, = % (¢Px(1)¢Px(2) + ¢py (1) ppy (2) + ¢Pz(1)¢Pz(2)) donde L*); =0
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Y, = \/%(pri(l)qbpj(z) - ¢Pj(1)¢Pi(2)) donde L? 2 =10+ Dy,, con i+#j
Y3 = 5 (3pi(Dbp; (D) + ¢pj(Dppi(2))  donde L5 =22+ 1)y, con i# ]

y usando los resultados del item a), halle la energia para todos los estados posibles en el
atomo de carbono.

c) Compare el resultado hallado con la prediccién dada por la regla de Hund.

Ayudas:
e Todos los estados de igual L tienen la misma energia.

b <¢Px|il|¢Px> = <¢Py|il|¢Py) = (¢Pz|il|¢1>z)
hd <¢Px¢Px|(pr(pr) > (¢Px¢Py|¢Px¢Py) > <¢Px¢Py|¢Py¢Px> = <¢Px¢Px|¢Py¢Py> >0

11. * a) Determine aproximadamente la energia del estado fundamental del dtomo de He
(mejor dicho, hallar una cota superior a su valor) usando el principio variacional y
aproximando la funcién de onda por dos funciones 1s con una carga nuclear efectiva
Z*.

* b) Compare el resultado anterior con el que se obtiene de calcular el valor medio de
la energia del estado |130L 1SB> para el atomo de He, usando como funcién 1s el orbital
exacto del atomo He*.

Comentario: El orbital 1s exacto del &tomo hidrogenoide es: ¢, =(Z°/ z)2e™™,

A partir de este orbital, en las pag 366 y siguientes del libro Sakurai (Modern Quantum
Mechanics) hay un célculo explicito de las cantidades J, K.
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