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Serie 2 Particulas indistinguibles

1. Dados dos conjuntos de K funciones espaciales ortonormales {¢;(7)} - v {xi(7)}«, tales
que el primer conjunto no es ortogonal al segundo: [ drg;(r) - x;(F) = Si; (S es la matriz
de "overlap"), se arma un nuevo conjunto {t;},; con 2K spin-orbitales construidos por
multiplicacion de los {¢;} con la funcién de spin «, y los {x;} con 5:

V9ic1(q) = ¢i(Ma(w)
V2i(@) = xi(MBw)
i = 1,2,...,K)

Muestre que {9;},, es un conjunto ortonormal.

2. Considere un estado de N particulas V(qy, @, - .., qy), donde ¢ = (75, w;) es el conjunto
de coordenadas espaciales y de spin de la particula i-ésima, y sea 7 una permutacion de
la tira de ntmeros 1,2, ..., N. Luego, el operador permutacion P, se define como

pﬁqj(q_»hQ_)ZJ s 7@]\/) = \Ij(q;r(l)aq_;r@)a s 7@;‘(‘(1\7))

(a) Se define la paridad de la permutacion 7, o(7), como el nimero de transposiciones
necesarias para lograr la permutacion. Entonces, ;cuando vale que

A

PoU(G, G-, Gv) = (1) DU(G, G, . .., )7

(b) Mostrar que el operador de antisimetrizacion A = \/LNf, S (—=1)°™ P, satisface que
S a g s
(c) Antisimetrice el producto de Hartree para estados de dos y tres particulas aplicando

el operador de antisimetrizaciéon, y mediante el determinante de Slater. Una vez
antisimetrizados, ;son autoestados de P,.?

3. Muestre explicitamente que para las funciones de onda de 2 y 3 particulas, tanto para el
producto de Hartree (PH) como para el determinante de Slater (DS), vale que:

A 1
SZ|\I/>PH7DS — i(Noz o N5)|\I’>PH’DS

donde N, y Njs representan la cantidad de spines de valor a y 3, respectivamente, y S,
es la proyeccion del spin total en el eje 2.

4. Definimos los operadores de un cuerpo como: O, = Zf\;l 0(i), y los operadores de dos

cuerpos comao: OQ — Ziij g(laj)



(a) Pruebe que [Ol, fl} =0y [OQ, A} — 0, donde A es el operador de antisimetrizacion
definido previamente. Para el operador de un cuerpo hagalo explicitamente para
estados con dos electrones, y para el caso del operador de dos cuerpos hagalo para
un sistema de 3 electrones.

(b) Convénzase de que los conmutadores anteriores valen para el caso general de N
particulas. Con ello, demuestre el ejercicio 3 para el caso general.

5. Dadas dos funciones espaciales |a) y |b), y teniendo en cuenta las funciones de spin, con-
struya todos los determinantes de Slater de dos particulas posibles con la base {|a), ), |b), |b) }

(a) Verifique si en todos los casos se puede factorizar la parte espacial de la parte de
spin.

(b) Esquematice los estados con diagramas de niveles, suponiendo que las energias de
los estados cumplen que €, > €.

6. ;/Cuales son los determinantes de Slater que pueden participar en la funcién de onda del
estado fundamental del carbono? Pruebe con el subespacio generado por los estados |ab),
donde {a,b=—1,-1,0,0,1,1}.

Ayuda: comience escribiendo el término espectroscopico correspondiente. Luego, con el
valor de J del mismo, vea qué valores de my pueden existir. Con ellas, haga una tabla
con todas las posibles combinaciones de my, y mg y usela para escribir los determinantes
compatibles.

Energia en particulas indistinguibles

7. Considerando que {¢,} son autoestados del Hamiltoniano de una particula h(1) de forma
tal que h(1)¢; (x1) = e;¢; (21):

(a) Mostrar que el producto de Hartree

\I’PH (I'l, ....... y .TN) = sz (LUI) ¢j (I‘Q) .......... ¢k (SL’N)
es una autofuncion del Hamiltoniano H = S | A(l) con autovalores dados por
E=e+e+......... + ey,.
(b) Mostrar que el determinante de Slater dado por AUF (zy, ... ... , ) tiene el mismo

autovalor. Esto justifica llamar "estados de particula independiente" a los determi-
nantes de Slater.

8. Escriba el Hamiltoniano de un sistema de dos electrones como la suma de operadores de
1 cuerpo y de 2 cuerpos. Utilizando el estado antisimetrizado de dos particulas, calcule el
valor medio de cada contribuciéon del Hamiltoniano, identificando los términos de Coulomb
y de intercambio. ;Qué cambia en el resultado si en lugar de un estado antisimetrizado
se utiliza un producto de Hartree?



9. Calcule, por simple inspeccion, la energia de los siguientes estados cuya funcién de onda
es monodeterminantal:
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10. Calcule la energia del siguiente estado bideterminantal: \/iﬁ(|1, 3,3) +1,2,3))

11. Un atomo de nitrégeno puede tener sus tltimos tres electrones en su subcapa 2p, desa-
pareados o bien solo uno desapareado. Representamos dichos estados como | —1,0,1) y
| —1,—1,0), en donde {—1,0,1} es el valor de m del orbital.

(a) Encuentre las energias de los dos estados mencionados.

(b) ;Cuaél de estos ordenamientos es el de menor energia? Justifique el resultado medi-
ante la regla de Hund.

(c) Calcule L?, S? y S, de estos estados. Considere las siguientes ayudas:

Jll = Jl,fl = Jfl,fla Kll = Kl,fl = Kfl,fb JlO = J710> KlO = Kflo

Sils,m) =+/s(s+1) —m(m—+1)|s,m+1)



