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PRACTICA 6: FORMULACION LAGRANGIANA DE MODELOS RELATIVISTAS

La formulacion Lagrangiana de las ecuaciones relativistas es clave para la construccion de las feorias
cudnticas de campos (QFT). Los campos que aparecen aqui no deben interpretarse como funciones de
onda; las ecuaciones relativistas, derivadas de estos Lagrangianos, son ecuaciones de una teoria cldsica
que sirven de semilla para llegar a la versidén cudntica por medio de un proceso de cuantizacién. Del
lagrangiano que describe la teoria cldsica pueden leerse ciertas simetrds que se preservaran al cuantizar
(aunque a veces no lo hacen, dando lugar a “anomalias”). Ademads de la simetria ante transformaciones
de Poincaré, los términos tipicos del Lagrangiano del modelos estandard presentan simetrias internas, es
decir, simetrias ante cambios en los campos que no afectan a sus argumentos (el punto del espacio-tiempo
del cual dependen). En la version cudntica, la energia y momento de los campos estdn discretizados en
términos de cudntos de energia-momemento, que obedecen las reglas de dispersion de particulas relativis-
tas. Si bien el estudio del proceso de cuantizacion va mds alla del alcance de este curso, se comenzard en
esta gufa a dibujar diagramas de Feynman correspondientes a los términos de interaccion, los cuales son
representaciones graficas de contribuciones a la amplitud de Scattering, de un gran valor heuristico.

1. Dada la densidad lagrangiana de un campo escalar complejo,
L =0u¢" Mo —m’¢"9,
(a) Halle las simetrias del problema, diga que grupo forman. Halle las corrientes de Noether

correspondientes a las simetrias internas.

(b) Halle las ecuaciones de movimiento utilizando las variables parte real e imaginaria de ¢.
Muestre que es equivalente (y mas simple) hallar las ecuaciones de movimiento utilizando
las variables ¢ y ¢*.

(c) (Como se modifican los puntos 1 y 2 si se agrega al lagrangiano el término —V (¢¢*)?

(d) Calcule la carga conservada asociada a la invariancia respecto a traslaciones temporales y
verifique que es definida positiva.

(e) Considere ahora el Lagrangiano:
1 1,
Z = Eau‘i’a”q) —5m 9,

para un campo ¢ real. Repita el analisis anterior de los primeros tres items. Note el factor %
global diferencia. (Si bién es irrelevante para las ecuaciones de movimiento, se introduce para
que el momento canonico conjugado sea d; @, Serd discutido en clase este punto).

2. Considere el Lagrangiano:

L=yyiopy —myy



(a) Halle las ecuaciones de movimiento, variando respecto a ¥
(b) Compare con la que obtiene variando respecto a V.
(c) Halle las simetrias de este lagrangiano y obtenga la corriente de Noether asociada a las simetrfias

internas.

3. Considere los siguientes Lagrangianos que describen a dos espinores de Dirac y1 y ¥, y un campo
escalar real ¢ masivo interactuantes:

. — . 1
Ly = Wll?’ugullfl+V’217Haullf2+§au¢au¢

1 - _
—§m2¢2 + VIOV + 8V, 0y

. . 1
L, = ‘Ifll?’”aullfl+‘l/217”8ullfz+§a”¢au¢
1 . _
—5m 9+ VIOV +gVa0 Yo

(a) Halle todas las simetrias de ambos lagrangianos indicando claramente cuantos parametros in-
dependientes tiene en cada caso.

(b) Halle las corrientes de Noether conservadas asociadas a las simetrias internas encontradas,
describiendo que ley de conservacidn espera a nivel cuantico.

(c) Dibuje los diagramas de Feynman correspondientes a los términos de interaccion, indicando
con 1 y 2 alos fermiones y con una linea punteada al campo escalar .

(d) A partir de estos, dibuje los diagramas que contribuyen a los procesos
1+2— 142
ii)14+2—=1+2
i) 14+1—2+2
al orden mads bajo en g para cada Lagrangiano. En base a las leyes de conservacion del punto
b), diga que procesos no son posibles.

4. g Considere la siguiente densidad lagrangiana

L =upo* "+ updt @t —m*d* o — Meo* —V (9, 9)

donde V (¢, @) es una funcion de los médulos de ambos campos, y donde m representa un pardmetro
constante de la teorfa.

(a) Obtener las ecuaciones de movimiento (de Euler-Lagrange) que se derivan de la misma. Notese
que hay dos campos (y complejos!) en esta teoria.

(b) Hallar las simetrias de esta densidad lagrangiana y diga que grupo forman. ; Como deben ser
las masas M y m y qué forma debe tener V para que el grupo de simetria sea U(2)?



5. Considere la densidad lagrangiana de tres particulas de Dirac libres,

L = 1 () (" B — )W (x) + B2 () (79O — o) W () + W () (173 — 3 )y ()

(a) ¢(Cual es el grupo de simetria de este lagrangiano?
(b) Y si fuesen las tres masas iguales (m; = my = m3), {cudl seria el grupo de simetrias en este
caso?

6. Considere el lagrangiano de Dirac acoplado al lagrangiana de Maxwell; es decir

1
& =Wy Duy —myy — FuyFRY,
siendo D, la denominada derivada covariante Dy, = dy, — ieAy,.
(a) Escriba este lagrangiano aislando la parte del fermion libre, la del campo electromagnético, y

la de interaccion.

(b) Muestre explicitamente que cada uno de estos términos es un escalar de Lorentz y, por lo tanto,
también lo es el lagrangiano.

(c) Derive las ecuaciones de Euler-Lagrange para este modelo



