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21/04: Cuantica Relativista



. Porqué cuantica-relativista”
ZiPorqué no?!

En las ultimas clases vimos que para describir la fisica a nivel fundamental
(particulas) uno necesita ademas una formulacion relativista

— Aparecieron anti-particulas (desde el decaimiento 3 a fines del siglo XIX y el
descubrimiento del positron en 1931)

— La energia alcanzada por los aceleradores llevaban protones a velocidades relativistas

— Si los quarks existen y tienen las masas que tienen (mu~4 MeV), los impulsos necesarios
para estar confinados en hadrones los hacen ultra-relativistas (muud/ mprotsn ~ 10-2)

La necesidad de una cuantica-relativista no es una mera sofisticacion formal, es
una necesidad fenomenoloégica bien concreta

Los primeros intentos fueron inmediatamente posteriores a la formulacion de
Schrodinger



;, Como obteniamos la ec. de Schrodinger?

¢ Una manera sencilla es aplicar las reglas de correspondencia a la relacion
energia-impulso no-relativista:

-0
p — —thV

— Pensando las cosas como operadores aplicando a una funciéon de onda compleja

2 0 h2



Ecuacion de continuidad. Qué es la p?

¢ Laecuacién de Shrodinger satisface una ecuacién de continuidad
— Multiplicando la ec. de Schrodinger

o
por y* y la ec. conjugada por y: Lhz/) —lé + Qmw*VQw =)
\
oY*
ih + —yYVi* =0
\Z ¥ ot 2mw 1
— Restando miembro a miembro: o ;2
g * 2/ 72 )k —
iss (V') + 5— (V" — V)



Ecuacion de continuidad. Qué es la p?

¢ Laecuacién de Shrodinger satisface una ecuacién de continuidad
— Multiplicando la ec. de Schrodinger

o
por y* y la ec. conjugada por y: Lhz/) —lé + Qmw*VQw =)
\
oY*
ih + —yYVi* =0
\Z ¥ ot 2mw 1
— Restando miembro a miembro: o ;2
g * 72 / 72 )k —
iss (V') + 5— (V" — V)

— Podemos definir:

p=YY — 0<p<1
h2
J = T (Y*Vp — V™)



Ecuacion de continuidad. Qué es la p?

¢ Laecuacién de Shrodinger satisface una ecuacién de continuidad
— Multiplicando la ec. de Schrodinger

por y* y la ec. conjugada por y: LfM/J 8_@2 .3 2 l/)*VQw =0
< oY* m
h / AR L s 0
\Z v ot i 2mwv 1
— Restando miembro a miembro: ) B2
i * 72 / WNT20h*%) —
iss (V') + 5— (V" — V)
— Podemos definir:
def
J = P (Y*V — V™) ot + Weagl=l o ()tv i 5V S



Ecuacion de continuidad. Qué es la p?

¢ Laecuacién de Shrodinger satisface una ecuacién de continuidad
— Multiplicando la ec. de Schrodinger

oY
por y* y la ec. conjugada por y: LfM/J —lé + Qmw*VQw =0
.
oY*
ih + — YV =0
% v ot 2mw 1
— Restando miembro a miembro: ) B2
O * 72 b — 1 2,%) —
in; (V°9) + 5~ (W'Y —yVy)
— Podemos definir: Densidad de

” / probabilidad

p=v"Y — 0<p<1

dp 9
2 —_— > i G 2 5



Ecuacion de Klein-Gordon

¢ Laec. de Schrodinger es explicitamente no-relativista
— Parte de una relacién energia-impulso clasica

— Es no-covariante (la derivada espacial y temporal no estan al mismo nivel)

e La propuesta de Klein-Gordon (zeitschrift fiir Physik. 40 117, Zeitschrift fiir Physik. 37 895 ) €S
aplicar las reglas de correspondencia a la relacién energia-impulso relativista

0
FE — ih—

ot E2 _ 02p2 &£ mQC4
p — —thV

— Laregla de correspondencia no tiene problemas de covarianza definiendo:

=

Du

E
]

[ 9
8[" 0 ot

T _—V]
p# —— lha“ — Zha? '_Q_
g @]




Ecuacion de Klein-Gordon

¢ Operando de manera analoga a lo que hicimos con Schrodinger:

32
_h2ﬁ ¢ — —C2h2v2 Qb‘l‘ m2C4 ¢

— Pasando a un sistema de unidades enelque R=c=1 usando 9" =

(0"0, +m?) ¢ =0




Ecuacion de continuidad (Klein-Gordon)

Podemos hacer el mismo truco de multiplicar por y* a la ecuaciéon y por vy a la
ec. conjugada y obtenemos también una ecuacion de continuidad

8 [ <¢ 5 ¢0¢*>] i ) B

ot

— Y volvemos a definir una densidad y una corriente

d'—'f'i('*%—cbad)*) 0
SN — + Ziv.g=o0

JE —i(¢*Vo— oVo*) o

11



¢ = Ne~ipz—Et) __, {

Ecuacion de continuidad (Klein-Gordon)

Podemos hacer el mismo truco de multiplicar por y* a la ecuaciéon y por y a la
ec. conjugada y obtenemos también una ecuacion de continuidad

% o 0o
= [z <¢8—(f — ¢ e;i )} +V - [~i(6* Ve — ¢V¢*)] = 0

— Y volvemos a definir una densidad y una corriente

“#‘i(‘*%—d)ad’*) 0
FEE . e

JE —i(¢*Vo— oVo*) o

— La solucién de K-G para una particula libre sera:

p=2E|N|’
J=2p|N|?

12



Ecuacion de continuidad (Klein-Gordon)

¢ Podemos hacer el mismo truco de multiplicar por y* a la ecuacién y por y a la
ec. conjugada y obtenemos también una ecuacion de continuidad

% o 0o
= [z <¢8—(f — ¢ e;i )} +V - [~i(6* Ve — ¢V¢*)] = 0

— Y volvemos a definir una densidad y una corriente

“#‘i(‘*%—d)ad’*) 0
FEE . e

JE —i(¢*Vo— oVo*) o

— La solucién de K-G para una particula libre sera:

p=2E|N|’

JEZ9p N2 — |9, JH =0
J=2p| N’ gl p

¢ = Ne~ipz—Et) __, {



Veniamos bien...

¢ jObtuvimos un upgrade de la ecuacién de Schrodinger!
— En el limite clasico, la ecuacién de K-G recupera la de Schrodinger

¢ Sin embargo, se plantean dos pequenos “problemas”

— La relacion de dispersidn relativista es cuadratica en la energia y eso genera soluciones
con E>0 y E<0 (jque no podemos tirar!)
— Energias negativas no asustan porque es cuestion de definir un “cero”

— El problema es que pueden ser tan negativas como querramos (jno habria estados
estables!)

— Por otro lado, recuerden que la densidad p es proporcional a E, con lo cual perdemos la
interpretacion de p como una densidad de probabilidad

¢ Hay que reinterpretar las soluciones con E<0 de la ec. de K-G

14



Reinterpretacion de Pauli-Weisskopf

o EIl primer paso para reinterpretar la ec. de K-G se dio en 1934 (Helvetica Physica Acta, Vol. 7)
— Laidea es interpretar la corriente de K-G como una corriente “eléctrica”

JH = —i(¢*OHp — pO'p*) —> JH = —ei (¢*au¢ . 055“(?*) {L]IO = —226E
= —2ep

15



Reinterpretacion de Pauli-Weisskopf

o EIl primer paso para reinterpretar la ec. de K-G se dio en 1934 (Helvetica Physica Acta, Vol. 7)
— Laidea es interpretar la corriente de K-G como una corriente “eléctrica”

L . * Q)L * . * * JO - —26E
Jt=—i(¢70"p — p0"9*) —> JF = —ei (90" P — $0"$")
J =—2ep
— Para un electrén con energia E, carga —e e impulso p

J# (&) = —2e [E}

p

— Para un positron con E>0 viajando en sentido opuesto

JH (e7) = —2e [:ﬂ

16



Reinterpretacion de Pauli-Weisskopf

o EIl primer paso para reinterpretar la ec. de K-G se dio en 1934 (Helvetica Physica Acta, Vol. 7)
— Laidea es interpretar la corriente de K-G como una corriente “eléctrica”

It = =i (670 G — 6D"6") —> T = —ei (6" ) — 40" ") {

— Para un electrén con energia E, carga —e e impulso p

J# (&) = —2e [E}

p

JO = —2¢E
J =—2ep

— Para un positron con E>0 viajando en sentido opuesto
—F
JH (et) = —2e [ ]
e
— Es decir, un positréon con energia positiva viajando hacia la izquierda tiene la misma corriente

de K-G (la misma dinamica) que un electrén de energia negativa yendo en la direccion opuesta!
— Particula y anti-particula no son cosas distintas sino dos estados de una misma entidad

—iBt _ —i(—E)(~t)

€ particula con E<0 ~ anti-particula con E>0 13



Ecuacion de Dirac

¢ ENn 1927 a nadie se le habia ocurrido pensar en términos de corrientes y
densidades de carga y anti-particulas
e Dirac buscoé ecuaciones con densidades de probabilidad definidas positivas

— El “problema” de las "probabilidades negativas” venia del hecho que la derivada
temporal era de segundo orden en K-G

— propuso una ecuacion lineal en la derivada temporal pero que también satisfaga la
relacion de dispersion relativista, necesitaba otro hamiltoniano

C}iaDirac: =ca-p+ ﬁmCQ %Dirac\p = BV

— Con a (un vector de tres componentes) y p a determinar tal que se satisfaga: E? = (32p2 R m2c?

18



Ecuacion de Dirac

¢ ENn 1927 a nadie se le habia ocurrido pensar en términos de corrientes y
densidades de carga y anti-particulas

e Dirac buscoé ecuaciones con densidades de probabilidad definidas positivas

— El “problema” de las ”"probabilidades negativas” venia del hecho que la derivada
temporal era de segundo orden en K-G

— propuso una ecuacion lineal en la derivada temporal pero que también satisfaga la
relacion de dispersion relativista, necesitaba otro hamiltoniano

HDirac = COL s BmCQ %Dirac\p = EV
— Con a (un vector de tres componentes) y B a determinar tal que se satisfaga: E? = (32p2 R m2c?
r[j? =7
‘;fDQira,c\p = EQ\I’
2 2 2, 2 2 4 o, a;} =0
(caiaj + pmc®) (cajpj + pmc®) ¥ = (*p*+mc) ¥ | -
[a?p? + ¢ (i + ajos) pipj + (@B + Bai) pime® + BPm2ct| ¥ = ) 4 ;
\Q; =

19



Hamiltoniano de Dirac

e o,y B entonces no pueden ser numeros
— Podrian ser matrices

{ai,f} =0 —— a;=—Pa;f

Tr (i) = —Tr(Baip) _ -
= Tr(aupB) = {T“‘“)_‘O
. e (8) =

B% =1 autovalores (a;) € {£1}
= autovalores () € {£1}

20



Ecuacion de Dirac

El hamiltoniano de Dirac se puede escribir entonces como:

Hirac = cou - p + fmc? HDiracV = BV
— con g aer [Laxa 0
' 0 —Toxo

 def 0 ag;
= ag; 0

— de modo tal de satisfacer la relacién de dispersion relativista

HDirac €s un objeto de 4 x 4 U es un objeto de 4 x 1

21



Ecuacion de Dirac

El hamiltoniano de Dirac se puede escribir entonces como:

Hirac = cou - p + fmc? HDiracV = BV
— con g aer [Laxa 0
' 0 —Toxo

 def 0 ag;
= ag; 0

— de modo tal de satisfacer la relacién de dispersion relativista

HDirac €s un objeto de 4 x 4 U es un objeto de 4 x 1
— entonces A
ihﬁ = —tha - VU +mc?p¥

22



Ecuacion de Dirac

El hamiltoniano de Dirac se puede escribir entonces como:

Hirac = cou - p + fmc? HDiracV = BV
— con g aer [Laxa 0
' 0 —Toxo

 def 0 ag;
= ag; 0

— de modo tal de satisfacer la relacién de dispersion relativista

HDirac €s un objeto de 4 x 4 U es un objeto de 4 x 1

— entonces [
ihaa—\f = —tha - VU +mc?p¥

E )
— multiplicando por p a ambos lados y usando: pt = [c] i !dt

(Y*pp —m) ¥ =0

23



Ecuacion de continuidad (Dirac)

Podemos hacer lo mismo que antes para obtener una ec. de continuidad:

ov
'ih‘IJTW = —ihWia - VU + mc*Uipv
\DT .
'ih‘llaa—t — —ihWa - VU + mc?upul

— y restando miembro a miembro

—ihS (W) = ~iheV - (¥a)

25



Ecuacion de continuidad (Dirac)

¢ Podemos hacer lo mismo que antes para obtener una ec. de continuidad:

ov
'ih‘IJTW = —ihWia - VU + mc*Uipv
Al ‘
'ih‘llw — —ihWa - VU + mc?upul

— y restando miembro a miembro

—ihS (W) = ~iheV - (¥a)

— definiendo

T = Pla0

— podemos construir una “cuadri”’-corriente que satisface la ec. de continuidad

J“:E’y“’\lf 0#.]“20




Ecuacion de continuidad (Dirac)

¢ Podemos hacer lo mismo que antes para obtener una ec. de continuidad:

ov ;
'ih‘I'TW = —ihWia - VU + mc*Uipv

WT .
'ih\IlOa—t — —ihWa - VU + mc?upul

— y restando miembro a miembro

—ihS (W) = ~iheV - (¥a)

— definiendo

T = Pla0
— podemos construir una “cuadri”’-corriente que satisface la ec. de continuidad

dof pty
JH=Tyrw |9, " =0|  con {p_ e >0!

def

J = Uiaw

28



26/04: Soluciones de la ec. de Dirac

28



Repaso de la Cuantica-relativista

¢ La clase pasada introdujimos la cuantica-relativista
— Vimos que es necesaria para describir particulas a altas energias o quarks dentro de un
protén, entre otros casos
— Partiendo de las reglas de correspondencia, obtuvimos la ec. de Schrodinger partiendo de la
relacién energia-impulso clasica
— Obtuvimos una ecuacion de continuidad que refleja la conservacion de la densidad de
probabilidad
¢ Ecuacién de Klein-Gordon
— De manera analoga construimos una ecuacion partiendo de la relacidon de dispersion
relativista
— También satisface una ecuacion de continuidad, pero la ”p” no estaba definida positiva (no
representa una probabilidad)
— Lo que se conserva en la ecuacion de continuidad es una densidad de corriente eléctrica

¢ Ecuacion de Dirac
— Para recuperar una densidad de probabilidad (“p” definida positiva) construimos la ecuaciéon
de Dirac partiendo de un Hamiltoniano ”lineal en p”
— EIl H.... resulté estar descripto por matrices de 4x4 con soluciones de 4 componentes
28



Soluciones de la Ec. de Dirac (p=0)

¢ ¢Qué aspecto y propiedades tienen las soluciones de la Ec. de Dirac?

ov 1
— Empecemos con el caso sencillo p=0, en este caso h— = Bch\Il con 3= [ _11]

ot
— Entonces obtenemos 4 ecuaciones (W, | [ ¥y ]
diferenciales lineales no-acopladas:
i | | P 2 U, _ —imc2 U,
ot | Vs h =W
‘114 _\IJ4

20



Soluciones de la Ec. de Dirac (p=0)

¢ ¢Qué aspecto y propiedades tienen las soluciones de la Ec. de Dirac?

— Empecemos con el caso sencillo p=0, en este caso 1h— =

— Entonces obtenemos 4 ecuaciones
diferenciales lineales no-acopladas:

0

ot

— Las base de soluciones contiene entonces a:

me’
v = exp (—i—f)
1

¥ = exp (—i

m

I

2

&

("t
h

¥ = exp (+i

v = exp <+i

2
né

]

me=

h

me”,
h
2

t)

P
0

-()-

%‘f Bmc*¥ con 3= []l _]1]
i Pl
ol 1 o | W
2% A 7

con E={

me? Para (1) y ¢(2)
—me? Para ¥®) y ¢

30



Soluciones de la Ec. de Dirac (p=0)

¢ ¢Qué aspecto y propiedades tienen las soluciones de la Ec. de Dirac?

ov 1
— Empecemos con el caso sencillo p=0, en este caso iha = BmCQ‘I’ con [J= |
— Entonces obtenemos 4 ecuaciones [ 1- I v, 1
diferenciales lineales no-acopladas: '
iferenciales lineales no-acopladas g W, _ imCQ v,
ot | Vs h —Ws
‘114 _\IJ4

— Las base de soluciones contiene entonces a:

me:
o) = exp (——i——— f)
)

¥ = exp (—1'

™m

I

2

&

(.)f
h

v = exp <+i

2
]

]

me=

h

me "
h

2
t)

o
0
1
_()_

o]
0
0
1

éparticulas con espin?

. me? Para (1) y ¢(2)
con = . .
—me?  Para ¥ y ¢

Y

santi-particulas con espin?
32



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

Para p#0 se pueden hacer varias cosas
— “boostear” las soluciones en reposo

— mostrar que cada componente satisface una ec. de K-G

32



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

o Para p#0 se pueden hacer varias cosas
— “boostear” las soluciones en reposo

— mostrar que cada componente satisface una ec. de K-G
— la mas instructiva es notar que [ H, p] =0 (con “p” multiplicado por una identidad de 4x4)
— entonces deben haber auto-estados comunes:

P V) =p|¥) =N =Py @) 5.E) i |
— — — ¥Y(2,t) = u(p b cxp(—p-m—Et)
K V) = E|¥) m%xp:m h

= u(p,F)exp (—%p".’r“)

— donde u(p,E) es un “espinor”’ de 4 componentes que no depende de “x” ni de “f’ y que

satisface:
VUV = EV

(ca - p+ Bmc?) ue=""Tn = Fn —iphT,

33



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

HV = FEV & mc212%2 co - p
(ca-p-{-ﬁmcg)’W —  Bye=itT. — ca-p+ fme” = SR

— donde o son las matrices de Pauli y el hamiltoniano esta expresado en bloques de 2x2
— entonces podemos expresar al espinor en términos de dos vectores de dos componentes

U = uaA —_— mCQ]]‘QXQ Co - p ua|l E ua
up co-p —mc?1?X?| lug| T |u
B B

33



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

VYV = FEV & mc212%2 co - p
(Ca_p_i_ﬁm’CQ)/lLV—#p“’ff Eue=s?"Tn — ca-p+ fme” = ! S —chILQXQ]

— donde o son las matrices de Pauli y el hamiltoniano esta expresado en bloques de 2x2
— entonces podemos expresar al espinor en términos de dos vectores de dos componentes

U = uaA —_— mCQ]]‘QXQ Co - p ua|l E ua
up co-p —mc?1?X?| lug| T |u
B B

— operando e invirtiendo siempre y cuando no se anulen los denominadores:

. co-p

mc up + co - pup = Eug T
- >

co - pus —mc’up = Eup s o

E+me2 "

36



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

HV = FEV 2 2x2 )
; “' ca-p+ fme* = - -
(ca - p+ Bmc?) ue=r?"Tn Eye=##"Ts — ——

— donde o son las matrices de Pauli y el hamiltoniano esta expresado en bloques de 2x2
— entonces podemos expresar al espinor en términos de dos vectores de dos componentes

U = uaA —_— mCQ]]'sz Co - p ua|l E ua
up co-p —mc?1?X?| lug| T |u
B B

— operando e invirtiendo siempre y cuando no se anulen los denominadores:

: co-p
mcuy + co -pup = Euy UA = E_—mCQUB OK si E<0 (E>0 y p=0 = diverge)
- E co - D
co-pus —mecup = Eup s (R SR .

36



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

— Podemos despejar una solucién en funcién de laotra: ~,  _ co-p Co-p
E —mc? E + mc?

uA

— Aca viene bien la siguiente identidad (jverificar!):
(0-A)(c-B)=A-B+i(AXxB)o

CQPQ tisf : c?p?
ua que se satisface si
B2 —m2AatA 1 Jop

si vale la relatividad especial

— Y entonces wuy = = ] osea,

38



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

— Podemos despejar una solucién en funcién de laotra: ~,  _ co-p Co-p
E —mc? E + mc?

uA

— Aca viene bien la siguiente identidad (jverificar!):
(0-A)(c-B)=A-B+i(AXxB)o

CQPQ tisf : c?p?
ue se satisface si
B2 —m2AatA 1 Jop

si vale la relatividad especial

— Y entonces wuy = = ] osea,

— Es decir, no hay restricciones sobre quién es el vector de dos componentes ua (de manera
analoga, lo mismo para us)

wern (] i | A
0] "1 1) Y cGp (1 0 (PuX

o) = W0y =N e

luy) = — = 53
wee{l [} 76 =5

38



Soluciones de la Ec. de Dirac (p#0)

¢ Entonces las soluciones de la ec. de Dirac en el caso general (p#0) son:

Y . b _ €GP 1\ _ B Puxt
|uA) = (0) => |u3) = m (0) => |l,b1(x, t)) = N( Cap ) el h
e __ Soluciones con E>0
_ (0 _ _ Gp 0 B ;Pu xH
lua) = (1) => =g + mc? (1) => W=t = ( cop )) ¢
E + mc?

Soluciones con E<0

e

cop

lug) = (0) => |y)= ﬂ (0) => |P4(x,t)) =N E— mrz

1 E —mc?

" cop
ud = (5)  => 'u‘)zgc_anfcz (5) => Mscx t))-N<E me? )

30



Propiedades de estas soluciones

Es interesante observar que para, por ejemplo, E>0, las componentes 1y 2 son de
orden 1 mientras que las 3 y 4 son de orden v/c
— Supongamos una particula con impulso en la direccion “z”

o = 5 D muv
P=1o —1
— Si consideramos el limite no relativista v < ¢ , es decir F ~ 77162 entonces
ca’.p 1
E+mc2 0| es de orden v/c

— Y lo mismo para las componentes 1y 2 en el caso E<0

40



Propiedades de estas soluciones

o Es interesante observar que para, por ejemplo, E>0, las componentes 1y 2 son de
orden 1 mientras que las 3 y 4 son de orden v/c
— Supongamos una particula con impulso en la direccién “z”

| S X I
U-p—lo _1] muv

— Si consideramos el limite no relativista v < ¢ , es decir F ~ mc2 entonces
Ca.p 1
E+mc2 0| es de orden v/c
— Y lo mismo para las componentes 1y 2 en el caso E<0

¢ Parauna solucion con E>0 no demasiado relativista solo importan las componentes
1y 2 (para E<0, las 3y 4)
— Las soluciones con E>0 y E<0 estan desacopladas en este limite

— Una particula de Dirac no relativista es como una de Schrodinger con un espinor de dos
componentes 43



Propiedades de estas soluciones

¢ La otra observacion importante tiene que ver con el C.C.0.C
— Hy p no son un conjunto completo de observables ya que las soluciones estan degeneradas
— Para romper esa degeneracion necesitamos una variable dinamica adicional

— Para p=0 un buen candidato para distinguir entre las soluciones 1y 2 (3 y 4) es:

o SN T30 = ¢
- “ 23\1’(2) = -y 23\11(4) = —p

43



Propiedades de estas soluciones

¢ La otra observacion importante tiene que ver con el C.C.0.C
— Hy p no son un conjunto completo de observables ya que las soluciones estan degeneradas
— Para romper esa degeneracion necesitamos una variable dinamica adicional

— Para p=0 un buen candidato para distinguir entre las soluciones 1y 2 (3 y 4) es:
= |7 DL =T 230G = ¢
3 03 23\1,(2) — _yp®) 23\11(4) _ _y@

— Pero no funciona para p#0 ay _

c
— Ademas [H,Zi] # 0 y Zi no es una constante de movimiento ar -2 h (a X p)
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Propiedades de estas soluciones

La otra observacion importante tiene que ver con el C.C.0.C

H y p no son un conjunto completo de observables ya que las soluciones estan degeneradas
Para romper esa degeneracion necesitamos una variable dinamica adicional

Para p=0 un buen candidato para distinguir entre las soluciones 1y 2 (3y 4) es:

o SN T30 = ¢
- “ 23\1’(2) = -y 23\11(4) = —p

— Pero no funciona para p#0

d C
— Ademas [H,Zi] # 0 y Zi no es una constante de movimiento d_zt: =-2 h (a X p)
— Sin embargo, si tomamos el producto escalar con P
d>;
.Y = Ld
def [ ’ p] dt

2c .
7 (@xp)-p =
1

0 =

44



Helicidad

Es decir que Ef, es una cantidad conservada / constante de movimiento para una
particula libre

— Si el espinor de dos componentes representa el espin, esto vendria a ser la proyeccién del
espin en la direcciéon de movimiento (“helicidad”)

Hay varias maneras de convencerse que los espinores representan el espin de una
particula

— Notar que el impulso angular orbital no es una cantidad conservada (muestren que [H, L] # 0)
— Sorprendente porque estamos hablando de una particula libre

— Pero definiendo J = L + ¥ entonces [J,J] =0 esdecirque 3 esunmomento
angular intrinseco que se suma al impulso angular orbital

— Otro argumento convincente es re-derivar el hamiltoniano de Schrodinger-Pauli
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Hamiltoniano de Schrodinger-Pauli

En Mecanica Cuantica no-relativista la interaccién de un fermion (espin '2) con el
campo electromagnético se describe con la ecuacion de S-P

1 2
Hp = ([(p_gA) _wa.B] _qqﬁ)
2m c c

qh
— donde la interaccion magnética de un fermiones [ - B , entonces U

= ¢
J 2me

S

— clasicamente g=1 para “una particula que gira”
— experimentalmente jg=2! En aquel momento esto no se entendié y se agrego el factor 2
faltante “a mano”

Vamos a re-derivar este hamiltoniano pero partiendo de la ecuacion de Dirac y
tomando el limite no relativista
— Spoiler: vamos a ver que g=2 surge espontaneamente en este caso jy se debe al espin!
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

Ya vieron que para describir la interaccidn de una particula con el campo
electromagnético hay que sustituir:

q
— entonces: SRR ZA E—-E-qep
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

Ya vieron que para describir la interaccidn de una particula con el campo

electromagnético hay que sustituir: q
— entonces: hES ;A E—->E—qp

co - (p — gA) + Bmc?
c

Hp = ca- p+ fmc? HD

= ca-mw+ Bmc?

48



Hs-a partir de la ec. de Dirac

Ya vieron que para describir la interaccidn de una particula con el campo

electromagnético hay que sustituir:

q
— entonces: hEd EA E-E-qe

Hp =ca-p+ Bme? D cou - (p — %A) + Bmc?

= ca-mw+ Bmc?

WA}

— aplicamos este Hy a un espinor de 4 componentes U = [q’
B

(cau - + Bmc?) [32] - (gNIf\erCz _ ) [ig]

Separamos la parte no-relativista de E 49



Hs-a partir de la ec. de Dirac

— reemplazando ay b y reordenando un poco:

A 9 o mec?l 0 WUal o |V
(C [0'-71' 0 ] T [ 0 —mc:2]l] +q¢) [\IIB] N (ENR e ) {

— desarrollando ambas ecuaciones:
{ca' Vg + me2¥, + qoW 54 = (eNR +mff) )

co -4 —mc*Up + qp¥p = (enr + ch) Up

A
Up

|
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

— reemplazando ay b y reordenando un poco:

. 2
(c [U(.)W O’Oﬂ'} + [mg 1 —n?chl] +q¢> [%g] = (€NR +mc2) {g;]

— desarrollando ambas ecuaciones:
{ca' Vg + me2¥, + qoW 54 = (eNR +mff) )

co -4 —mc*Up + qp¥p = (enr + mc22) Up

— despejamos cada espinor: co - T
Wy = Up
ENR — 99
co - T
\I’B = \I’A

ENR + 2mc? — q¢
— En particular:

(o-m)(o-m)

U, = ,
(enr — q0) (enR + 2mc? — qo)

Uy




Uy =

Hs-a partir de la ec. de Dirac
— Usando la identidad que vimos haceunrato((oc-A)(oc-B)=A-B+i(AxB)o ):

(o -m) (o) ¢ (m? +io - (7 x w))

(enr — q9) (eNR + 2mc? — q@) (eNr — q9) (ENR + 2mc? — q¢)

)
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

— Usando la identidad que vimos haceunrato((oc-A)(oc-B)=A-B+i(AxB)o ):

¢ (w? +io - (7w x w)) \IJ
(enr — 49) (enr + 2mc2 — q¢)

¢(o-m)(o-m) U, — U=
(enr — q0) (enR + 2mc® — q@) A

Uy =

— Veamos que es

q
i (p = ZA) X (P = ;A) recordemos que “p” es un operador!
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Uy =

Hs-a partir de la ec. de Dirac
— Usando la identidad que vimos haceunrato((oc-A)(oc-B)=A-B+i(AxB)o ):

(o -m) (o) ¢ (w? +io - (7w x w))

v — \IJA — \I»’A
(eNr — q0) (eNR + 2mc? — qo) = (eNr — q9) (ENR + 2mc? — q¢)
— Veamos que es
q q
s = (p - ZA) X (p B EA) recordemos que “p” es un operador!

— Entonces: (T x ) |¥) ~ Zh_q (Vx(A¥)+ A x V)
C
= zh_q (Vx AW

C' '\

_ hapy

C 53



Hs-a partir de la ec. de Dirac

— Volviendo entonces alaec. W, =

2 [(p — %A)2 — 1ho

c? (7r2—|—z'0'-(7r><7r))

-B]

(eNnr—q®)(eNr+2mcZ—qo)

Uy =

(eNr — q®) (eNR + 2mc?

7
—q9)

L)

llegamos a:
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

c? (7r2—|—z'0'-(7r><7r))

(eNrR—q?)(eNR+2mc2—q9) W, llegamos a:

— Volviendo entonces alaec. W, =

c? [(p - %A)2 — dho - B]

U, =
47 (enr — q9) (enr + 2mc — q9)

)

— Ahora tomamos el limite no-relativista: €NrR < mc®> y  qp < mc?

VYa (eng — q9) 2mé? = & [(p - %A>2 - 2ha- B] W,
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Hs-a partir de la ec. de Dirac

c? (7r2—|—z'0'-(7r><1r))

— Volviendo entonces alaec. W,y = Cnr—ad) Crni2me®—q9)

c? [(p - %A)2 — dho - B]

U4 =
47 (enr — q9) (enr + 2mc — q9)

)

— Ahora tomamos el limite no-relativista: €NrR < mc®> y  qp < mc?

2
Ya (enr — q9) 2mé® = & [(p = §A> = gha : B] W

— O bien:

v 4 llegamos a:

eENrVYa =

Hsp V4
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Factor giromagnético

¢ Tomando el limite no-relativista a la ec. de Dirac para una particula en presencia de un
campo E-M obtuvimos el Hamiltoniano de S-P jpero con el factor 2 correcto!
— El término de interaccidn con el campo magnético resulta entonces

WIS _ a4 _ dg
chha BB > B = 2mca me

— Es decir que obtuvimos g=2 (S=ho/2):
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Factor giromagnético

¢ Tomando el limite no-relativista a la ec. de Dirac para una particula en presencia de un
campo E-M obtuvimos el Hamiltoniano de S-P jpero con el factor 2 correcto!
— El término de interaccidn con el campo magnético resulta entonces

»

2me 2me me
— Es decir que obtuvimos g=2 (S=ho/2):

h
L ho.B=p-B . 8= £o = 8§

¢ Enrealidad g (del muén) no es 2 sino 2.00232 debido a la “polarizacién del vacio”
(veremos luego)

972 — 0.00116592061(41) experimental | ’

2 iesult A

-2
2

«Q

= 0.00116591810(43) tedrico - =)

175 180 185 190 195 200 205 210 215
9
a,*10" -1165900
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28/04: Fenomenologia de la ec. de Dirac
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Repaso de la clase pasada

Encontramos las soluciones de la ecuacion de Dirac para una particula libre

— El caso en reposo es inmediato y nos da 4 soluciones linealmente independientes
con degeneraciéon E>0 y E<0

— El caso p#0 es mas interesante aunque también nos dio 4 soluciones con la misma
degeneracion

— Las soluciones generales son tales que en el limite no-relativista se desacoplan las
soluciones con E>0 de las de E<0 y el resultado es analogo al de Schrodinger pero
con soluciones que se parecen mucho al espin

— Vimos que la Helicidad (proyeccién del espin en la direccién de movimiento) es un
operador que completa el C.C.O.C.

Finalmente re-obtuvimos un resultado no relativista para la interaccion de un
fermién con el campo electromagnético (Hamiltoniano de Schrodinger-Pauli)

— El hamiltoniano de Sch-P se puede obtener del de Dirac en el limite no-relativista pero
con el agregado que obtuvimos también el factor giromagnético correcto (g=2)

Hoy vamos a ver que es el “mar de Dirac” y un ejemplo de la fenomenologia
de la ecuacion de Dirac
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El mar de Dirac

Cuando Dirac propuso su ecuacién en 1927, la idea de asociar las soluciones E<0 a
antiparticulas no habia madurado

— De hecho, el positron se descubrié en 1931
Dirac propuso la idea del “mar de Dirac” para lidiar con las soluciones de E<0

— La idea es suponer que todos los estados con E<0 estan ocupados

— El principio de exclusion previene que otras particulas decaigan a estos estados

mc?
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El mar de Dirac

Cuando Dirac propuso su ecuacién en 1927, la idea de asociar las soluciones E<0 a
antiparticulas no habia madurado
— De hecho, el positron se descubrié en 1931

Dirac propuso la idea del “mar de Dirac” para lidiar con las soluciones de E<0

— La idea es suponer que todos los estados con E<0 estan ocupados
— El principio de exclusion previene que otras particulas decaigan a estos estados

mc?2 ¢ mc? mc?
0 0 0
; Y 2
-mc* -mc -mc?
et (o) (o]

O @ — Positron
O o
o o
o (6]

— La “ausencia” de carga negativa / spin-up / “etc” se ve
como carga positiva / spin-down / “anti-etc” 63



Dirac en el caso relativista

La clase pasada analizamos el problema de una particula interactuando con el
campo E-M
— Pero lo vimos en el limite no-relativista, donde las soluciones con E>0 y E<0 se desacoplan

Hoy vamos a discutir la situaciéon opuesta: cuando las componentes “v/c” no son
tan chicas
— Las soluciones E>0 y E<0 participan de la dinamica del problema

— Es decir, problemas donde necesariamente uno debe admitir la presencia de antiparticulas
interactuando con particulas “ordinarias”

Vamos a considerar un simple e inocente escalén de potencial

— Veamos el caso en el que un flujo de electrones con E>0 bien “sanos” incide sobre el
escalén

— En Mecanica Clasica las particulas no pueden atravesar el escalén y “rebotan”

— En Cuantica no-relativista una parte rebota y otra penetra con soluciones exponenciales
reales (efecto tunel)

— ¢Y en Cuantica Relativista?
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Escalon de potencial

¢ Consideremos un escalén de potencial en una dimension

4

\Ilcon espin T =

e_%p“x#
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Escalon de potencial

Consideremos un escalén de potencial en una dimension

\IJCOll espin T =

J 3
E Vo
0 z
— Planteamos una solucion incidente que se propaga hacia la derecha con:
* impulso “k” Pen 2<0 = kz
* espin up

» en el estado estacionario (nos “olvidamos” de “t”)
* en unidades naturales (c=h=1)

— Recordar que en el proceso real usamos un paquete de
ondas y las probabilidades de Transmision y Reflexion
del paquete son iguales a la solucién con E fijo

o[j-k

Yincidente (Z) =€

ikz

e—%p"x#
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Escalon de potencial

— Para la onda reflejada también tendremos soluciones de particula libre viajando en —z (con
el mismo impulso “k”

—ikz

"[’reﬂeja(la (2) = ae -+ be—tk=

1
0
E+m

0O = O

+
0 E+m
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Escaldn de potencial

— Para la onda reflejada también tendremos soluciones de particula libre viajando en —z (con
el mismo impulso “k”

—ikz

& be—ikz

1
0
"[’reﬂeja(la (2) = ae
m

E+
0

0O = O

E+m

— Para la onda transmitida el impulso “q” que satisfaga la relacion relativista en la regiéon
donde se prende el potencial “V”

q=\/(E—V)2—m2

« En este caso, una particula moviéndose hacia la derecha tendra Pen >0 = 4%

1 0
"w/)tl'ansmiti(l(_) (Z) = ce'? q + de'?? 0
E-V+m
0 — gk
E—-V+m
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Escalon de potencial
{wincidente (2) + Yrefiejada (2) Para 2<0

— La funciéon de onda sera entonces (z) —
wtransmitida (2’) Para 2> 0

— Dado que la corriente de Dirac (funcion de la @) se conserva, la funciéon de onda debe ser
continua en “2”

— En particular, para z=0: [ ] 1 0 1 0
0 0 1 0 1
k + a —k -+ b 0 =C q -+ d 0
E+m E+m K E-V+m q
B 0 3 L 0 A | E4+m o 0 2 L BV 3+m
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Escalon de potencial

wincidente (Z) o ’d)reﬂejada (3) Para 2 <0
wtransmitida (2’) Para 2> 0

Dado que la corriente de Dirac (funcion de la ) se conserva, la funciéon de onda debe ser
continua en “2”

La funcion de onda sera entonces (z) — {

En particular, paraz=0: [ ] ] N B T = 0 [ 0 i
0 0 1 0 1
k + a —k +b 0 =C q +d 0
E+m E+m K E-V+m q
B 0 3 L 0 A | E4+m o 0 2 L BV 3+m
O bien:
(1+a=-c
b=
k q
4 1 —a)=
E+m( 9 cE—V+m
k q
\bE—f-m _dE—V+m
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Escalon de potencial

wincidente (:) + wreﬁejada (:) Para 2 <0
wtrausmitida (Z) Para 2> 0

— Dado que la corriente de Dirac (funcion de la @) se conserva, la funciéon de onda debe ser
continua en “2”

— La funcion de onda sera entonces (z) — {

— En particular, paraz=0: [ ] ] T ] | 8 I 1 0 i 0 i
0 0 1 0 1
k +a —k +b 0 =C q +d 0
E+m E+m K E-V+m i
5 0 B 2 0 2 | E4+m | s 0 2 L B=¥4+m.
— O bien:
([1+a=c
=i
! k e q )= _ q(E+m)
E+m( 2 CE—V+m o (A-a=er r k (E—m)
k q
\bEer:—dE_Vij —  enlaecuacion (2) (b=d) > b =d = 0
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Escalon de potencial

Yincidente (2) + Yreflejada (2) Para 2 <0
¢transmitida (Z) Para 2 >0

Dado que la corriente de Dirac (funcion de la g) se conserva, la funcién de onda debe ser
continua en “2”

La funcion de onda sera entonces (2) = {

En particular, para z=0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1
k + a -k ‘l’ b 0 =C q ‘I‘ d 0
E+m E+m i E-V4m .
n 0 N L 0 A | E4+m _ | 0 _ __E‘—V+'m_
O bien:
"1 +a=c
b=d
k
< l—a)=c—1 e _qE+m)
E+m( %) CE—V-{-m — [ r_k(E—m)
—t g1 y
"E+m - 'E_vim —  enlaecuacion 2)(b=d) = b=d =0
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Escalon de potencial

— Por si alguien quiere, la solucion del sistema de ecuaciones anterior es:

(m+E)g—km+(V—-E)k
(M+E)gq+km+(E-V)k

b=0

2km+(2E-2V)k
C=
(mM+E)g+km+(E-V)k

d=0
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Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— También podemos resolver este problema utilizando el hecho que la corriente de Dirac es
una magnitud conservada

J =0Tl

Jincidentc = Jtransmitida T Jl‘eﬂojada
— En este caso nos interesa unicamente la componente “z” de la corriente
o
J =0l [ ] !

z
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Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— También podemos resolver este problema utilizando el hecho que la corriente de Dirac es
una magnitud conservada

J =0Tl

Jincidentc = Jtransmitida T Jl‘eﬂojada

— En este caso nos interesa unicamente la componente “z” de la corriente

z

o i g,
= \IJT [ z:| \/ Jincidente o z/)incidente [O’ ] wincidente
z

= {1 0 E+Lm 0].!% 02].

|
O-g?ro —

2k
E+m
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Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— Procediendo de manera analoga para las corrientes transmitida y reflejada:

( 2k
Jinci ente —
o E+m
2a%k
Jre ejada —
< flejad E+7TL
2c¢2q

J - . =
| transmitida E—-V +m

— Exigiendo que se conserve la corriente en z=0:

ko a’k X cq
E+m E+m E-V+m
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Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— Procediendo de manera analoga para las corrientes transmitida y reflejada:

( 2k
Jinci ente —
o E+m
2a%k
Jre ejada —
< Eelec EF+m
2c¢2q

if 9 F .
| transmitida E—-V +m

— Exigiendo que se conserve la corriente en z=0:

k a’k cq

o L (E+m) q
E+m E+m E-V+m

—> — 0 \= ———2 L2 = 2
(1 Cl) (E—V+m)kc CTr

Igual que antes
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Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— Podemos definir coeficientes de transmisioén y reflexion como venimos haciendo desde Fisica 2

p
o Jtransmitida
T =
Jincidente
< J
_ “reflejada
H=
\ Jincidente

— Reemplazando las expresiones que acabamos de encontrar y con un poco de algebra

4r

(1+7)°
Fo_8 con 7=

e

q E+m
k E—-V +m

R

T 1412



Escalon de potencial (corriente de Dirac)

— Podemos definir coeficientes de transmisioén y reflexion como venimos haciendo desde Fisica 2

p
o Jtransmitida
T =
Jincidente
< J
_ “reflejada
H=
\ Jincidente

— Reemplazando las expresiones que acabamos de encontrar y con un poco de algebra

4r
1= 5
(1+7) q E+m
r=—-
R_l—r2 con k E-V4+m
142

— Notar que
T+R=1



Escalon de potencial

Vamos a analizar dos casos T — 4r
— a)V<(E+m) “bajasenergias” (1+7)?
-~ b)V>(E+m) “altas energias” i 1 — g2
142

q= \/(E— V)2 — m?

EF+m
E-V+m

ﬁ
I
>
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Escalon de potencial

Vamos a analizar dos casos 4r

T — : qz\/(E—V)Q—m2
— a)V<(E+m) “bajas energias” (L-+7)
— b)V>(E+m) “altas energias” ¥l 1 —o2 e g E+m
142 k E—-V+m
V<(E+m) o I 0
— Enestecaso 7 > 0 queimplica
0= R <1

— Ademas ¢ €1, es decir que la onda decae exponencialmente dentro de la barrera
— jEsto es lo que se obtiene en Mecanica Cuantica no-relativista!

V(z)
\)
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Escalon de potencial

Vamos a analizar dos casos T — 4r q= \/(E V) — m?
— a)V<(E+m) “bajas energias” (1+7)°
— b)V>(E+m) “altas energias” ¥l 1 —r? b — g E+m
142 k E—-V +m
V>(E+m)
— En este caso R>1 m
'=<9

— Ademas ¢ € R | jes decir que existe una onda que oscila dentro de la barrera!

V(z)

SN
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Interpretacion del caso V > ( E+m)

— El resultado anterior nos sugiere que si la interaccion es suficientemente fuerte, se reflejan mas
electrones de los que inciden y que ademas hay soluciones oscilatorias dentro de la barrera (con

energia negativa: anti-particulas)

— En la interfase se crean pares, los electrones su suman a los reflejados aumentando la corriente,

mcz

_mC2

los positrones viajan libres dentro de la barrera

V1

No toda la energia E es
impulso, solo E - mc:
Cuando enciendo la barrera
solo puedo usar la energia
que esta por encima de mc?
para cruzarla

Con Vo alcanza para confinar

Pero me corre el valor
efectivo del umbral de masas

Para Vi>>Vo la energia
formalmente positiva es la de
la rama de antiparticulas
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03/05: Covariancia de la ec. de Dirac

84



Repaso de la clase anterior

La clase pasada vimos dos aspectos de la fisica que uno observa a “altas
energias” a través de la ecuacion de Dirac
— EIl “mar de Dirac”: antes del descubrimiento de las antiparticulas, Dirac propuso una

interpretacion para las soluciones con energia negativa en donde todos esos estados
estaban ocupados

— Si sobre ese “vacio” actuase, por ejemplo, un fotéon suficientemente energético ( E > mc?)

un electrén puede ser promovido a un estado de E>0 dejando un hueco con todos los
numeros cuanticos invertidos (jantiparticula!)

— El otro caso que vimos es el de un electrén incidiendo sobre un escalén de potencial
— La conservacion de la corriente de Dirac es una herramienta técnica util

— Lo sorprendente del resultado es que el numero de particulas no es necesariamente una
cantidad conservada: a energias altas, pueden crearse pares particula-antiparticula

Hoy vamos a discutir las propiedades de la ecuacion de Dirac ante
transformaciones de Lorentz
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Qué es la covariancia?

Por covariancia nos referimos al hecho que asi como uno puede escribir la
ecuacion de Dirac en un referencial, otra persona puede escribir la MISMA ecuacién
en otro referencial dado por una transformacién de Lorentz
— Ambas soluciones reflejan la misma fisica, son equivalentes
— Lo que uno sabe es como se transforman las coordenadas espacio-temporales de un
referencial al otro
— Si 2" representa un evento en un referencial S, :1:’“ representa el mismo puntoen S’y la
relacién entre ambos viene dada por:

/ v
5 =N
— Donde en esta notacion se entiende una suma sobre v

. . . 1
— Escrito como suma no importa el orden donde si representamos a 2" como un vector
columna de 4 filas, A", se puede pensar como una matriz de 4x4 que nos da la
transformacion
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Transformaciones de Loreniz

Ustedes ya conocen el grupo de transformaciones de Lorentz

— Por ejemplo, para un boost (pasar a un referencial que se mueve a velocidad constante
respecto de otro), la A se escribe como

i Y _7/3 ] /B — %
AH ~ _’YB Y

174 1 - 1
i 1_ V= 1—32

El indice p seria la filay v la columna

— Para una rotacién simplemente se mezclan las componentes perpendiculares al eje de
rotacion (solo los elementos espaciales)
Un vector o un campo vectorial V;(x) (i=1,2,3) ante una rotacion transforma en

Vi’(x’) = Rjj - Vj(x) con Rijuna matriz de 3x3. El argumento de Vi’ lo escribimos en S’ pero cada

componente es el resultado de rotar con R las componentes de x
— Del mismo modo un campo de 4 componentes Ay(x) se dice que es un vector si ante una
transformacion de Lorentz se transforma como un cuadrivector Ay’ = Apv - Av
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Como transforma un espinor de Dirac?

Sabemos como transforman las coordenadas, pero como transforma un espinor?
— En general, en S’ tendremos '’ (;1") =S (A) ¥ (x)
— Necesitamos saber quien es S(A) para obtener la misma fisica

("0, —m) ¥ (z) =0
(iv"0'y —m) W' (2') =0

— Las y» son matrices constantes!
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Cémo transforma un espinor de Dirac?

Sabemos como transforman las coordenadas, pero como transforma un espinor?
— En general, en S’ tendremos ' (,r’) =S (A) ¥ (x)
— Necesitamos saber quien es S(A) para obtener la misma fisica

("0, —m) ¥ (z) =0
(iv"0'y —m) W' (2') =0

— Las yu son matrices constantes!

9
0 0Oz’

o

© 8.1.’ v

— Observamos que: 3

¢ 17 a4
()/1 = A ;1,() v
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Quién es S(A)?

- : — NP
— Reemplazamos en la ecuacion para el sistema S: {au =A ua v

U (z) = 8§~V (2)

(iv* AY 8y —m) STV (2) 0

(iSy*A” ,S710', — m) ¥’ (2)

0  <— multiplicamos por S aizquierda
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Quién es S(A)?

- . — RV O
— Reemplazamos en la ecuacion para el sistema S: {au =A ua v

U (z) = 8§~V (2)

(iv* AY 8y —m) STV (2) 0

(iSy*A” ,S710', — m) ¥’ (2)

0  <— multiplicamos por S aizquierda

— Comparando con la segunda ecuacion del slide anterior (para S’ (iy#9', —m) ¥’ (2') =0):

i [S N B —~g] 8w (@)= —— | A= S_I’YVS
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Quién es S(A)?

Encontramos la relacion que debe satisfacer S(A) para que la ec. de Dirac sea

covariante
N oal'= 5575

— 0Ojo, las matrices y. son las mismas en todos los sistemas de referencia

— La matriz yique se contrae con pien un referencial tiene una relaciéon con pi’ en el otro

Pero como es la expresion concreta de S(A) para una transformacién de Lorentz?

— Una forma de encontrar estas expresiones es considerar una T. de L. infinitesimal e integrar

una transformacion finita (ver cualquier libro de teoria de campos)
— Otra forma mas instructiva es usar lo que sabemos de las soluciones de la ec. de Dirac
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S(A) para una rotacion

e Si A fuera una rotacién:
— La S(A) asociada no va a depender del espinor en particular que consideremos
— Podemos entonces considerar una solucion para p=0, o sea un espin -

— Sabemos como rota un espin: o-0
exp ( ) )

) o
— Entonces, para una rotacion en “z” podemos proponer S = exp (_5239> con Y3 = [ 3 Uq]

— Que podemos escribir como , .t 05)"
s - g



S(A) para una rotacion

— Notar que 23 = Z"Yf)’g

— Y podemos generalizar a:

Yy =

y entonces

1

5 [7#? f}/l/]
1
2

S (rotacion en 6z) = exp (y17260)

= (Yu Yy — VoY)

para [ # v

1Y Yo
otra cosa para yu = v
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S(A) para un boost

Un boost es, a fin de cuentas, otra rotacién en el espacio de Minkowsky

& 1
i s cos 6
b sin 0
$ S
cosh w
p —sinhw
=
\ —

— Y entonces proponemos para un boost:

—sin# 255
T Para una rotacion
cos b
1
— sinh w
cosh w
1 x Para un boost
1
" . W
S (A = boost en &) = exp —'1,2015

con

)

coshw =7
sinhw = B~

tanhw = 3
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Estan bien estas S(A)?

Tenemos propuestas de S(A) para rotaciones y boosts
— Tenemos que chequear que efectivamente satisfacen la definicion de S(A)

— Es inmediato verificar que S-' se obtiene cambiando 6 - -6ow — - w

{S_ISJ Rotaciéon en 2 (COS (§> 7 ’Y = ( )) ( )
— cos? (g) ’71’727172 sin (g>
cos? (g) + ’7171’7272 sin” (g)

= 1

+ y'4? sin

(

0

)
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N e

Estan bien estas S(A)?

. il J
Acabamos de mostrar que para una rotacion [S S Bebuiionen s —

cos 6
sin 6

De manera analoga pueden mostrar lo mismo para un boost

Vil e, @1
Ahora tenemos que verificar que A pY =S o S

—sin
cos 0

Vamos a verlo para una rotacion (ustedes demuéstrenlo para un boost)
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Estan bien estas S(A)?

— Tenemos entonces 4 ecuaciones V € {O, 1, 2-,3}
— Parav=0, 3 larelacién A”, /' = S—14¥ S se satisface trivialmente

0,3 IS 1%
— El miembro de la izquierda es: At =

— Y el miembro de la derecha es:

0 6 6 0
~1,.08a _ VY Gige.ft 0,3 v (G PO
G - (cos(2) y-y* sin (2))7 (cos (2) + 7y 3111(2))
0 0 0 0
e e g e SN e 2 18 e I8
¥ (005(2) YYT sIn (2)) (cos<2> =+ v~ y” sin (2))

— ’)/ :

— OK parav=0, 3, veamos que pasaparav=1, 2
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Estan bien estas S(A)!

comencemos con v =1, para el miembro de la izquierda:

Al‘,","“ = [0 cos) —sinf O] ' ,\/2 = '71 cos ) — ’72 sin 0

Y para el miembro de la derecha:
0 : 0 ) . 0
e | _ DO L U L B nad 1a24in [ =
S yS = (cos (2> ¥y 5111(2)>7 ((,05(2) + vy 5111(2>>

= ~! (cosf + 142 sin 0)
Y recordando que (7')° = -1 se satisface laigualdad

iO sea que estaba bien la propuesta de S(A) para una rotacién! (Probar lo mismo para un boost)
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Algunas propiedades utiles

+ Encontramos entonces la S(A) que transforma la g
— Vamos a probar algunas relaciones utiles

S = cos( )+y yzsen(—) — 5= cos( )+y )/1 sen(—) = cos( )+y 2Oy % yosen(—)
§ "= ycos (;) YO+ Y% 1sen(3) ¥° = y[cos(3) —y'yisen(Z)]y°
S 1'= }’05—1)’0
— Otra, recordemos que @ det \IJTfyO entonces:
= Y
= (57)"y’

— \I!TST'YO
— \I/T’YO S—l

=
I

|
4
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La corriente de Dirac

def =

— Veamos que la corriente de Dirac JE = \If’y“\If es un cuadrivector:
Jr = W
= US4+ STU
= UAH AT

. / .
— Es decirque J* = A¥,JY itransforma como un cuadrivector!

— Es mas, la componente cero de esta corriente, ;qué es? F\IJ’ — @5_13\11 — PP

f

VY = K2 |2 + | 92 |2 + |3 |2 + |4 |2 iEs invariante de Lorentz!
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Transformaciones de paridad

¢ Una transformacién de paridad invierte las coordenadas espaciales
|

L _1
|—A '/Jparit.y transformation — Sy |
o |
— Entonces z'# = A", z” estalque ¢’ = —x
— Reemplazando Len la definicion de laS:  S™14#S = A, ¥
S_l’yiS - _A/z'
S_I’YOS = A/O
— Es decir
. —1 |
[S, ’)/z] _ 0 0 1
{ {S’ ’70} - - l—SJ parity transformation == P | ,
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05/05: Helicidad y Quiralidad
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Repaso de la clase anterior

¢ En la ultima clase discutimos la covarianza de la ecuacién de Dirac y sus soluciones
— La ecuacion de Dirac es invariante ante transformaciones de Lorentz dadas por Apv
— Ante estas transformaciones los espinores transforman segun @’ = S(A) @
— Para que esto ocurra, S(A) debe satisfacer la siguiente relaciéon

Nt = 57978

— Aprovechando lo que sabemos de las soluciones de la ecuacion de Dirac, encontramos
candidatos para S(A) en el caso que Ay correspondiera a una rotacion o un boost

— Verificamos que estas S(A) efectivamente satisfacen los requisitos necesarios para que la
ecuacion de Dirac sea invariante ante transformaciones de Lorentz

— Vimos también algunas relaciones utiles utilizando S(A) que permitieron demostrar que la
corriente de Dirac Ju es efectivamente un cuadrivector

— Y que la componente ”0” de esta cuadricorriente es un invariante de Lorentz asociado a la
conservacion de la diferencia entre el nimero de particulas y anti-particulas

— Encontramos que la S(A) para una transformacion de paridad es simplemente la y°
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Quién es el operador velocidad?

¢ Como calculamos la velocidad?
. I ic _
Xp = E[H’ xk] = g[ajpj, xk] = cay «— [p,x] = —ih
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Quién es el operador velocidad?

Cémo calculamos la velocidad?
. i ic _
Xy = E[H’ xk] = g[ajpj, xk] =cay «— [p,x] = —ih

— Es decir que o, mide la velocidad de una particula libre en unidades de ¢

— o, tiene autovalores +1 para un particula sin masa

— Por otro lado o,y o;no conmutan, es decir que no podemos determinar simultaneamente dos

componentes de la velocidad (¢,?)
— Es sencillo demostrar que las soluciones de particula libre son autoestados de p pero no de a
— De hecho[H,a]#0sim#0
— Es decir que para particulas masivas no hay autofunciones simultaneas de E y a
— aes la velocidad y no es constante de movimiento para un particula libre (j¢!?)

— Para los curiosos, a esto se lo llama “zitterbewegung” (fluctuaciones alrededor de la
trayectoria clasica de una particula)
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Zitterbewegung

— Calculemos ahora quién es la aceleracién
oaj, A A
hw(t) =3 [H, ak] = 2ip;, — 2ta H
— La aceleracion de una particula libre es no nula...

— Como Hy p son constantes de movimiento podemos integrar en t
2iHt

ar(t) = (ax(0) —cpprH ') e & +cppH '
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Zitterbewegung

Calculemos ahora quién es la aceleracion
adk . 2 A . A . A 2=
W(t) =3 [H, ak] = 2ip;, — 2ta H

La aceleraciéon de una particula libre es no nula...

Como H y p son constantes de movimiento podemos integrar en t
2iHt

ap(t) = (ax(0) —cppH ') e % +cprH ™

El ultimo termino es lo que uno hubiera esperado (cp/E = v) pero el segundo nos dice que la
velocidad fluctua, tanto mas cuanto mayor es la energia

Si volvemos a integrar en el tiempo: -
xr(t) = 21 (0) + S H 1t + %z’th‘1 (ak(O) — cpkH_l) (e_T — 1)

Los primeros dos términos son la trayectoria clasica pero el tercero expresa oscilaciones
rapidas alrededor de la trayectoria (de frecuencia #i/mc ~ 4x10c-""m, jpara un particula libre!

Esto tiene consecuencias medibles (término de Darwin del potencial efectivo en el hidrégeno)
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Dinamica de particulas no masivas

Todo lo que vinimos discutiendo de la ecuacién de Dirac lo hicimos en caso general
de una particula masiva

— Justamente, por ser el caso general, basta tomar el limite m—0 y ver que ocurre para
particulas sin masa como los neutrinos

— Vamos a ver que el resultado es bastante sorprendente

Una particula sin masa es algo especial
— EIl operador velocidad (o) conmuta con H para el caso m=0
— Toda su energia es impulso y su velocidad es “c”
— m=0 = v=c en cualquier sistema de referencia (no hay boost que la lleve al reposo)

Para ver las propiedades de particulas no masivas podemos tomar limites pero es
mas sencillo empezar de nuevo

— Los fermiones no masivos son los neutrinos (o casi...)
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Dinamica de particulas no masivas

., : 2
La ecuacion de Dirac en el caso general ~ #Dirac = Cx - p + [Smc

— Notamos que a y B debian ser hermiticas, de cuadrado =1 y que anti-conmutaran
— Para eso habia que ir a buscar matrices de dimensién 4

La ecuacién de Dirac en el caso m=0 HDirac = Q- P
— Pero si m hubiera sido 0 no hubiéramos necesitado p y alcanzaria solo con dimension 2

— Es decir, para m=0 las matrices o podrian ser las de Pauli ya que anticonmutan y son
hermiticas

— Mas aun, podriamos haber elegido ai= ci0 ai= -ciy las soluciones hubieran sido espinores
de dos componentes x(p) y ¢(p) que satisfacen

E.x=—-0.p.x E.p=0.p.¢

— Ambas posibilidades conducen a E2=p2y cada una tiene soluciones E>0 y E<0
— Los dos juegos de soluciones quedan ahora en subespacios disjuntos
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Dinamica de particulas no masivas

¢ Entonces tenemos dos opciones para asociar a una particula no masiva
— Esto genera un dilema ya que la eleccién implica violar la simetria de paridad x — -x
— Supongamos una particula (neutrino) con E=|p|>0 y elegimos la primera de las ecuaciones

g.p

E.x =—0.p.y = )(=—m.)(

— Esto seria el operador helicidad en dos componentes
— Con esta eleccidn el neutrino tendria helicidad negativa siempre
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Dinamica de particulas no masivas

¢ Entonces tenemos dos opciones para asociar a una particula no masiva
— Esto genera un dilema ya que la eleccién implica violar la simetria de paridad x — -x
— Supongamos una particula (neutrino) con E=|p|>0 y elegimos la primera de las ecuaciones

g.p

E.x =—0.p.y = )(=—m.)(

— Esto seria el operador helicidad en dos componentes
— Con esta eleccidn el neutrino tendria helicidad negativa siempre

— En cambio, con la solucion de energia negativa (e impulso —p, que corresponde a un anti-
neutrino con impulso +p) seria

“lElx=-o.(-px = yx= TP

— 0 sea, con helicidad positiva |p|

— [Es decir que con una eleccion, los neutrinos tendrian helicidad negativa ( = “left” ) mientras
que los antineutrinos tendrian helicidad positiva ( = “right” )

— Con la otra eleccion (¢) llegamos a la conclusion opuesta
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“El Espejo”

— Imaginemos una particula ”’left” (elegimos la solucién y) avanzando hacia un espejo (el espin
lo representamos como un giro anti-horario)

— En la imagen especular la particula se acerca hacia nosotros con el espin en la misma
direccion (la reflexion es espacial), o sea que la particula en la imagen seria “right”

— O sea que la imagen especular corresponde a una particula descripta por la otra ecuacion (¢)
— Es decir, en el espejo veriamos cosas que nho suceden
— O sea que jse viola paridad!
La evidencia experimental es que sélo existen neutrinos left
— Mas adelante vamos a ver en detalle que las interacciones débiles violan paridad
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Quiralidad

¢+ Podemos definir un nuevo operador llamado quiralidad

_ 0 12x2
v =1ytyly?y? v = (12x2 0 )
— Con las siguientes propiedades
o5y =0 ys =" ¥%)? =14
— Este operador conmuta con el hamiltoniano en el caso m=0
_ (0 op c _ ey (00 0\ _
H—a.p—(a_p 0) Hy —yH—(O G_p)—Z.p

— Como conmuta con H, y5 es una constante de movimiento y sobre autoestados de energia
corresponde al operador helicidad

Y=y = +|E|"’ A
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Quiralidades left y right

— Podemos construir proyectores sobre subespacios de quiralidad positiva y negativa

Iy +7° 2 . I-9°
Prigur = Pr = 2 Pigpr = P, = -2

— Que cumplen las propiedades necesarias para ser proyectores

P'=P , B'=B , B =0 , BR+B =],
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Helicidad 2 Quiralidad

e En el caso de particulas masivas y: no conmuta con el hamiltoniano y no coincide
con la helicidad

— Sin embargo si la particula es muy energética (limite ultra-relativista) la masa se hace
despreciable y entonces Helicidad y Quiralidad tienden a ser lo mismo

— Es decir, particulas muy energéticas (autoestado de Helicidad) tienden a ser estados de
Quiralidad

— Los electrones en un acelerador ultra-relativista tienen el espin practicamente orientado en
la direccion de movimiento

e ¢Porqué el énfasis en la Quiralidad?

— Todas las interacciones conocidas (EM, débil, fuerte) conservan la Quiralidad y esto permite
medir distintos observables
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Quiralidad de una particula de Dirac

— Cualquier estado de una particula de Dirac puede descomponerse en sus componentes de
Quiralidad

=P =50 = = 25T
— Y lo mismo con la corriente asociada
) = (W17 = (Yl <i4 _2?5)7 <¢| L ?5 70
ol T 0 2 gy,

JE=1 7 [y = (e + DD 7 (P + 1)) = [0 7% [0)r + [) 7* 190,
[ 9% 19 = 1) Py 7" Paltp) = i) P P, 94116) = 1) 0 91y} = O

[} 74 W) = [P} P 7" PLIY = [P} Py P 7% 1) = ) 0 7 |p) = 0
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Quiralidad de una particula de Dirac

Vamos a ver (mas adelante) que la interaccion electromagnética esta descripta por una
amplitud dada por

Yy"pA, — JHA,

Donde A, es un campo que tiene su propia dinamica (es el fotén!) pero que ahora tomamos
como un campo externo

Lo importante es que la estructura de helicidad de la interaccion EM estaen la J,
En la J,, ademas de las exponenciales estan los espinores

Si el producto de espinores se anula por algun motivo, entonces estos imponen
restricciones debidas a la conservacion de la Quilaridad
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Quiralidad de una particula de Dirac

Vamos a ver (mas adelante) que la interaccion electromagnética esta descripta por una
amplitud dada por

YympA, —— JHA,

Donde A, es un campo que tiene su propia dinamica (es el foton!) pero que ahora tomamos
como un campo externo

Lo importante es que la estructura de helicidad de la interaccion EM estaen la J,
En la J,, ademas de las exponenciales estan los espinores

Si el producto de espinores se anula por algun motivo, entonces estos imponen
restricciones debidas a la conservacion de la Quilaridad

Por ejemplo: un par particula-antiparticula solo se podran aniquilar si tienen quilaridades
opuestas

= « — =
' e ep er ef

Es decir se aniquilan en estados con J,=%1

Quién se lleva este impulso angular?
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