ESTRUCTURA DE LA MATERIA 4
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2022

PRACTICA 4: MASA, ENERGIA, COLISIONES Y DECAIMIENTOS EN EL MARCO
RELATIVISTA

De la conjuncién de la relatividad especial y la mecdnica cudntica surgieron modelos que materializan
la posibilidad de convertir la energia en reposo (en la famosa férmula escrita como E = mc?) en energia
cinética y viceversa. Los ejercicios que siguen ayudardn a repasar nociones relativistas vistas en materias
correlativas y ver las restricciones impuestas por las leyes de conservacion de la energia y el momento,
que se desprenden de una simetria exacta de la teoria cudntica relativista subyacente.

1 Preliminares: invariantes de Lorentz, notacion cuadridimensional

Esta seccidn pretende repasar cosas elementales del lenguaje de relatividad especial.
1. Dados dos eventos en el espacio tiempo de coordenadas x} y xZ (u=0,1,2,3;2"=ct) :

(a) Muestre que la cantidad

Sap = (g —2) = (xg —2p) — (¥ —3) — (x5 —x3) ()

es invariante ante un boost de Lorentz en alguna direccion (basta para el ejercicio que elija una direccién
coincidente con alguno de los ejes 1,2, 3)

(b) Indique la condicién sobre sih para que los eventos a y b estén o no causalmente conectados. Note que
la expresion sﬁb no significa que esta cantidad tenga que ser mayor o igual a cero. Es solo una notacion.

(c) Reescriba la expresion de sgb utilizando la matriz diagonal 1 la matriz diagonal de 4 x 4, con 1gg = 1
y M1 = Moo = M33 = —1. Esta matriz , que permite establecer una nocién andloga a la de distancia
ordinaria, se la conoce como métrica de Minkowksi.

2. Considere el diagrama de la figura.

Figure 1: Cono de luz: ayuda para clasificar los eventos segtin su conexion causal

Dibuje curvas que, pasando por el origen, representen la trayectoria de una particula que se mueve a veloci-
dades iguales o menores a la de la luz. Como serian las curvas de particulas que se muevan mas rapido que la
luz?



3. Considere dos eventos A y B causalmente conectados y un observador O que, moviéndose a velocidad con-
stante, parte del punto A y llega al B. Desde un sistema inercial S los eventos A y B tienen coordenadas (#4,X4)
y (t8,Xp). Para O, el evento A y el B ocurren en el mismo punto del espacio, con alguna diferencia de tiempo
T. A partir de la invariancia de la distancia Minkowskiana, re obtenga la relacién conocida entre el tiempo T
medido por Oy el intervalo de tiempo T =t —t4 medido en S. Dejelo expresado en términos del modulo de
la velocidad V de O respecto a S.

Para bajar a tierra esa relacién, halle la velocidad para el cudl = = 1/2.

4. Para los ejercicios siguientes serd util saber manipular cuadrivectores, construyendo invariantes. Por defini-
cién, las componentes V* de un cuadrivector cambian ante transformaciones de Lorentz en forma idéntica
a como lo hacen las coordenadas x*. Se define una suerte de producto escalar entre cuadrivectores V 'y W
como:

VW = VRV N,

El producto de un cuadrivector V consigo mismo se denota con V2, lo cual no debe confundirse con la norma
al cuadrado de su parte tridimensional, que la denotaremos asi: | V |?. V2 es una generalizacién de la nocién
de norma al cuadrado de un vector, sustituyendo la métrica Euclideana por la de Minkowski.

(a) Proponga vectores tales que V2 sea positivo (tipo tiempo), negativo (tipo espacio) o nulo (tipo Luz).
Dibuje estos vectores en un plano (considerando solo las componentes 0, 1), con ayuda del cono de luz.

(b) Dados dos cuadrivectores V¥ y WH y definiendo S¥ = WH + V#, halle explicitamente S> en términos
de W2, V2 y W.V. Muestre que si W y V son de tipo tiempo, con componente cero no-negativa, S ser
también de tipo tiempo. Basta con una demostracién grafica. Que pasa con S si V 'y W son de tipo luz,
con componente temporal no negativa?

2 Momento y energia

5. g A partir de la definicién del cuadrimomento p* = m% de una particula de masa m (siendo 7 el tiempo

propio asociado a una particula en movimiento, x° = ¢, y u =0, ...,3):

(a) Verifique el caracter de cuadrivector de esta cantidad. Es decir, que ante una transformacion de Lorentz,
p" transforma igual que las coordenadas espacio-temporales x*. Escriba explicitamente la relacion
entre las componentes del cuadrimomento en dos sistemas de referencia que se desplazan con velocidad
relativa de modulo V en alguna direccién (que puede acomodar a uno de los ejes por simplicidad)

(b) Escriba la expresién del momento y energia E = cp® relativista de una particula en términos de la masa
my velocidad v y derive a partir de ella las relaciones:
E?)c?— | pP=m?c®> p = E%.

(c) Reescriba la primera relacién en la forma p> = pH P’ Nuv = m?c?, siendo 1 la matriz diagonal men-

cionada anteriormente ( oo = 1 y 11 = N2 = N33 = —1).

(d) Definiendo la energia cinética T = E — mc?, obtenga una expansién en potencias de 8 =| V| y re obtenga
el limite no relativista de ésta.

Nota: a partir de ahora usaremos ¢ = 1.



6. Para el caso m = 0, la particula se mueve a la velocidad de la luz y por tanto la definicién p* = m%
carece de sentido). Un ejemplo importante es el fotén, la particula asociada a la cuantizacién del campo

electromagnético.

(a) Encuentre en este caso la relacion entre energia y momento, como limite del caso masivo.

(b) Considere el caso con masa distinta de cero ultrarelativista, en el que la energia cinetica 7' es mucho
mas grande que la energia en reposo m. Halle la relacion entre % como una expansion en potencias de
m/|P|, reobteniendo el caso sin masa en el término dominante.

(c) A fin de tener alguna nocién de escalas, encuentre a que velocidad deberia moverse una particula de
masa m para que su energia cinética sea igual a su energia en reposo.

7. Masa de un sistema de particulas: En el marco Newtoniano, la masa de un sistemas comppuesto por N
objetos de masas m; es simplemente: M;yemq = Zfil m;. En el marco relativista, es diferente. Para comenzar,
muestre que las tres siguientes definiciones de masa de un sistema My son equivalentes:

(a) M7 = P2, siendo PF =Y, pfl . Esta definicién imita la relacién entre masa y momento de una sola
particula.

(b) My = E.y,, siendo E.,, =Y, p?(CM) la energia total vista desde el sistema centro de masa. Este sistema
de referencia se define al igual que en el caso Newtoniano, como aquel desde el cual la suma de las
componentes espaciales se anula.

(c) My definida como : Pi = Y(V, ) M7V, siendo 7y el factor usual () = . Esta ultima definicién

1
/1-p2
expresa que el sistema se puede pensar como un particula de masa My con una velocidad igual V,,, tal
como ocurre en el marco Newtoniano.

8. ** A partir de lo anterior, podemos ir a ejercicio clave de de esta guia:

(a) Muestre que la masa de un sistema de 2 particulas de masas m; y m; es mayor o igual a la suma m| +m;.
Halle la diferencia entre la masa total y m; 4+ mj;. Apliquelo al caso de dos fotones, no colineales.

(b) El resultado anterior se extiende al caso de N particulas. Escriba la expresién de la masa de una caja
que contiene fotones cuyas energias son E; (asuma que no son colineales).

(c) El protén esta compuesto por 3 particulas llamadas quarks (dos quarks u y un d). El sentido en que se
puede considerar compuesto por solo estas dos cosas es una aproximacién muy burda pero que sera ttil
ahora. Busque en una tabla la masa del protén y compdrela con la suma de sus constituyentes. Asum-
iendo que el protén puede considerarse meramente como una caja que contiene estas tres particulas no
interactuando entre si, estime la contribucién de la energia cinética de los quarks, medida en el sistema
centro de masas, a la masa del protén.

9. Las consideraciones anteriores se limitaban a sistemas de particulas no interactuantes, donde la energia adi-
cional a la de reposo era solo la cinética. Cuando hay interaccion entre particulas en un sistema ligado (como
en el ndcleo de un 4tomo), la energia potencial contribuye a la masa pero ya no es valida la conclusién anterior:
que la masa del sistema sea mayor o igual a la suma de las masas de los constituyentes.

A fin de constatar esto, vaya a la pagina Nuclear Wallet Cards Search y compare la masa de los diferentes
nucleos, viendo en cuando se apartan de ser simplemente la suma de las masas de sus nucleones. En particular,
considere el proceso de fision:



https://www.nndc.bnl.gov/wallet/wallet11.pdf
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proton

Figure 2: Compare la masa del protén con la suma de las masas de sus constituyentes

236U — 92Kr+ 141Ba+ 3n

A partir de la informacién sobre el "exceso de masa" de cada constituyente en esta fision, halle la energia
liberada. (Mads sobre esto en la guia correspondiente a nicleos)

3 Conservacion de cuadrimomento. Procesos posibles e imposi-
bles

Consideremos ahora un proceso relativista en el que N particulas de masas m; (i = 1..N) se transforman
(mediante procesos que veremos luego) en M particulas de masas m; (j = N+ 1..N +M). En un sistema
aislado el cuadrimomento total debe conservarse. En base a lo anterior, diga si esta ley de conservacién
implica que :

(a) Se debe conservar la masa del sistema: es decir la masa del sistema de N particulas debe ser igual a la
masa del sistema de las M particulas.

(b) Se debe conservar la suma de las masas. Es decir: Zﬁ\’:l m; = Zf.\; *,'\,Aj[rl mj

Note que ambas afirmaciones no son equivalentes. Si no nota la diferencia, revise los ejercicios anteriores.

Decida si los procesos siguientes son posibles en base a leyes de conservacion relativista:
a)e et =y b)e et = y+y

siendo Y un fotén.

Considere una desintegracién de un cuerpo en el estado inicial, a dos cuerpos en el estado final, i.e. A — BC.
Halle las energias de las particulas B y C en el sistema en que la particula A se halla en reposo. Verifique que
estas energias estdn univocamente definidas por las masas de A, By C.

Resonancia: Considere ahora un proceso en el que una particula de masa m1 incide sobre otra particula de
masa m2 en reposo. Para ciertos valore de la energia cinética T de la particula incidente pueden formarse un
estado ligado ( o una particula fundamental, como veremos) inestable, denominado resonancia, que llamare-
mos X. Esta aparicion se manifiesta como un pico en la seccién eficaz en el proceso 1 2 — 12. Véase por
ejemplo el grafico de la Figura 3.



(a) Halle la energia cinética que debe tener la particula incidente para que se produzca una resonancia de
masa M. Como caso particular, considere la energia a la que debe incidir un anti protén sobre un protén
en reposo para obtener la resonancia correspondiente al bosén de Higgs.

(b) Considere ahora la situacion inversa: obtuvo datos del scattering de 1y 2 (como el de la figura) y nota
que hay picos en la seccién eficaz a ciertas energias de las particula incidente 7;. Halle las masas de la
resonancia X; en cada pico.
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Figure 5.35: Total cross section as a function of pion kinetic energy for the scattering of positive
and negative pions from protons. (1 mb = 1 millibarn = 10=27 em?2.)

Figure 3: Seccion eficaz en un proceso de scattering entre piones y protén, como funcién de la energia de
los piones incidentes. Los picos indican energias en las cuales se generan nuevos hadrones
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Energia umbral: Este es un concepto importante que permite entender porque a mayores energias de las
particulas que colisionan puede observarse nueva fisica en forma dramética. Considere un proceso del tipo
14+2 — 344, en el que las identidades de las particulas cambian luego de la interaccién. Para simplificar,
use que mp = np, m3 = ny4.

(a) En el sistema centro de masas, /cudl es la energia cinética minima de 1 y 2 para que el proceso sea
posible? Considere los casos m3 > m; y m3 < m

(b) En el sistema en que la particula 1 se halla en reposo, halle la energia minima con la que debe incidir 2
para que el proceso sea posible.

(c) Como aplicacion de esto, halle la energia minima con la que deben colisionar dos fotones para dar lugar
a un par electrén-positrén.

En base a las consideraciones anteriores, note que 1 +2— > 3 es posible solo si se da una relacién entre
las masas m3 y m1 4+ m2, mientras que 1 +2— > 3 +4 puedo ocurrir siempre, independientemente de las
relaciones entre las masa, para alguna energia superior a algin umbral.

Tiempo de vida media: Calcule el impulso del muén en la desintegracion 7 — u™v,, suponiendo que
el pion se encuentra inicialmente en reposo. Conociendo el tiempo de vida media del muén, ;qué distancia
recorreria este muén en el vacio (en promedio) antes de desintegrarse? Deje el resultado escrito en términos
de las masas de las particulas involucradas y el tiempo de vida media del muén.

Observacion: este ejercicio es una aplicacion importante de la relacién entre el tiempo propio y el tiempo
visto en un sistema genérico, considerada en un ejercicios anterior. El tiempo de vida media de una particula
esta medido desde el sistema en que esta se halla en reposo. Note que cualquier otra opcién seria muy poco
natural.
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4 Aplicaciones de lo anterior

En base a los ejercicios anteriores, reconsidere el andlisis del decaimiento del neutrén en un electrén y un
protén que llevé a suponer la existencia del neutrino discutido en la tedrica. Es decir, considere el proceso
en el que una particula decae a estas tres y argumente que si no observa unas energias del electrén y protén
Unicas sino un rango entonces debe haber una particula adicional en el estado final.

Los primeros antiprotones fueron creados en el Bevatron (Berkeley) en la reaccién pp — pppp. En tal caso
se utiliz6 un haz de protones de energia E que colisiona con un blanco fijo de protones. Cudl debe ser la
energia cinética minima del protén incidente (uno de los dos pp) para que el proceso sea posible? Compare
esta con la energia del proton incidente en el sistema centro de masa y diga cudl es mayor.

En una teoria relativista, un choque eléstico entre dos particulas es definido como aquel en el que no cambia la
identidad de las particulas. Es decir, A+ B — A + B. En este choque se conserva no solo la energia total sino
la cinética. Muestre que en este tipo de colisidn, en el sistema centro de masa, los médulos de las velocidades
de cada particula no cambian.

Considere el proceso eldstico v, +e~ — v, +e~ . Demuestre que en el sistema del laboratorio, donde el elec-
trén se halla originalmente en reposo, el dngulo de emisién 6 del electrén respecto del antineutrino incidente

estd dado por
2m T mT
)
0=——(1————=
- T+2m< E, 2E3>’

donde m es la masa del electron, Ey, la energia del antineutrino incidente y 7 = E — m la energia cinética del
electrén saliente.
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